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引言

在数学竞赛中，经常有题目难以解出的情况。此时，轻言放弃，意味着考试的失分，一道50分的二试解答题很可能决定奖项的取得；继续做，又毫无头绪，有可能耽误更多的时间。此时，“抢分”便成为了我们唯一的出路。

所谓“抢分”，就是在一时没有好的思路的情况下，尽可能获得思路；即使没有思路，也能尽可能得到部分分数。
在数学学科竞赛中，分数是最重要的。时常见到，有些同学能力很高，经常解出难题，但每逢考试，得分却不理想，这不能不说是一种遗憾。而另一些同学平时不见起色，考试却每每高分，令人费解。对此种矛盾，本文将略谈一二。

本书拟从数学竞赛“抢分”的实用策略谈起，以提高数学竞赛中获得高分的能力。由于水平有限，难免有错误疏漏之处，敬请读者指教。

我们希望更多的选手参加竞赛是真正出于对数学的兴趣，而不是功利的目的。这样，我们的竞赛才回归它本身的意义。我衷心希望，各位读者能细细品味数学竞赛中的美感，陶冶科学世界的情操。
李博杰  2009年1月
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第一章  表达规范——抢分的基础
表达规范，就是学习标准答案的解题模式。要使解答具有层次性，分条阐述。不要几个式子加一个得数，这样很容易误判。表达规范，要求书写、卷面“排版”整齐。我们看到，在标准答案中由于计算机排版，行距列距、字体整齐，利于观看，我们也很容易理解。

笔者初中有评阅数学试卷的历史，同样是一个解答过程，有的试卷愿意阅读，有的只想尽快阅完放弃。在高中联赛的阅卷过程中，阅卷速度很快，若阅卷人一时无法理解或无法找到而造成误判，造成的损失是无法弥补的，令人后悔莫及。

统观全局，认为影响解答美观性的因素有：

（1）字体。竞赛试卷书写不是书法比赛，不能行书草书一起上，要用楷体认真书写，尽量做到笔画清楚，尤其是数字和符号清晰，不要有模棱两可的数字，不要连笔书写，这样才方便阅卷。

（2）字号。数学专业书籍，如《中等数学》，一般都以五号字为宜，本文就是以五号字排印的。我们书写竞赛试卷时，尽量模仿，避免过大导致卷面不够用，或过小导致看不清。

（3）分栏。数学试卷的页一般较宽，若通体一栏，既浪费空间，又会导致各行因表达式长度不同而“错落有致”，不美观。可以假想在页的竖直中部有一条线，先写左栏再写右栏，该换行时及时换行，一个等号占一行，这样显得规范。不到万不得已，不要使用箭头来回拐弯。

（4）分式。对于较大的分式，若与普通字行距相同，必然导致分子分母的字母、数字过小，难以看清。当遇到复杂的公式推导时，最好增加行距，保证分式的字与一般字体一样大。

（5）标记。尽量注明重要推导步骤和中间结论的号码，用（1）（2）（3）……表示，一是方便在中间步骤给分，二是以后引用时注明号码来源，如“由（1）+（2）得……”，逻辑清晰，阅卷者能迅速找到解题根据，避免误判。

（6）关联词。在解答过程中应用“只需证”“下面对……进行分类讨论”“下面用数学归纳法证明”“由上式可得”“故”“不妨设”“综上”等关联词语，利于阅卷者迅速把握解题思路。

（7）缩进。在分类讨论时，可用数字标号（1）（2）等，以提示阅卷者；标号后紧跟条件“当……时”；类别内的各行讨论，最好从数字标号右侧开始，竖直方向各标号对齐，以体现层次性和逻辑性。分类讨论结束时，最好有总结性的结论，并采用“中间结论标记法”，以便以后引用。

（8）注明定理。有时阅卷人一时不知式子来源，容易误判。在运用重要定理时，注明在式子的前后，“由柯西不等式得”“由梅涅劳斯定理得”，逻辑清楚。
（9）引理。在解决十分复杂的问题时，若能将中间的重要结论写成“引理”，完整的表示出来，再对引理进行证明，会起到强调作用，增强解答的层次性。

（10）修改。当部分出现错误时，轻轻用线划掉再重写即可，不影响整体效果。不要在式子中间进行修改，否则不清楚。在正式书写之前最好在脑中把思路理顺，按照正常逻辑顺序书写，尽量避免大规模涂改。

（11）推导。在较长的式子推导中，最好只保留重要的、有技巧的变形步骤，其他等价推导可在草稿纸上完成，以节省卷面空间。

（12）结论。题目解完后，要有总结性的结论，正面回答题目中的问题。

如此种种，不再赘述。表达规范需要长期积累，水滴石穿，最终受益匪浅。总之，表达规范，好的书写习惯能令人赏心悦目，同时迅速把握解题思路，是竞赛得分的重要基础。

第二章 观察变形——抢分的前期准备

很多同学在解题时，不善于进行变形，而直接代入某种特定的方法开始计算。这种思路应对高考的套路题也许是可行的，但对于竞赛中难度大、技巧性高的试题，盲目计算只会走入死胡同。拿到题目，首先做的应该是观察问题特征，观察出题目内含的等量、不等关系，并采取适当的变形，化归到已经解决的某类问题，为本文后面的“特殊值法”和“试探法”奠定基础。
例1 （经典问题，2008年安徽初赛）求
[image: image1.emf]1 2 0 0 8

的小数形式的循环节长度。

解 2008=23×251. 251的欧拉函数φ(251)=250. 而250=2×53. 对250的约数从小到大试验，知1050≡1（mod 251）。故1/2008的循环节长度为50.

分析：解答似乎“不知所云”，因为这涉及到数论知识。首先，10φ(m)≡1 (mod m), 是欧拉函数的性质，在此略去证明。对正整数n，欧拉函数是不大于n的数中与n互质的数的数目。而1/2008的循环节长度等于1/251的循环节长度，因为循环小数乘除2或5的任意幂次，循环节长度不变，乘除的2、5在mod 10时不会体现。10t≡1（mod n）与循环小数的关系，就是10t被n除余数为1，这样在除法式中，除到第t位时余数与开始时相同，这意味着新的循环开始了，即t是循环节长度。而251是质数，其欧拉函数为251-1=250. 由于250必为循环节长度的整数倍，故一个循环节的长度为250的约数，对约数从小到大逐一试验即可。

在本题中，联想10φ(m)≡1与循环小数的余数，属于“构造”的经典。实际上，循环小数的循环节长度问题还与著名的“大整数分解问题”有关。关于循环节长度的讨论，目前仅能就约数一一试验，而没有更好的办法，由于1/p（p为素数）的循环节长度难以找到规律。如果能够解决循环节长度问题，得出大数的约数，解决大数分解问题，RSA加密体制的安全性将受到极大挑战，并引起数论界的一次革命。

例2 （经典问题）求
[image: image2.emf]l i m n → ∞ ∑ n i = 1 1 i 2

.

答案：极限为
[image: image3.emf]π 2 6

.
分析：曾有一道数学竞赛题，就是证明该式小于2. 利用了整数的分拆和放缩。
[image: image4.emf]1 + 1 2 2 + 1 3 2 + . . . 1 n 2 < 1 + 1 1 × 2 + 1 2 × 3 + 1 3 × 4 + . . . = 1 + 1 - 1 2 + 1 2 - 1 3 + 1 3 - 1 4 + . . . 1 n - 1 - 1 n = 2 - 1 n < 2 .


这是一个不错的构造的例子。但我们想知道，这个“放过头”的结论显然不是上式的确界。那么如何求极限？

这个问题莱布尼茨和伯努力都曾经研究过，但是没有结果，而欧拉运用他娴熟的数学技巧给出了如下的算法。他实际上采用了泰勒展开的方法（请参阅微积分教程）。

已知sinZ=Z -Z^3/3! +Z^5/5! -Z^7/7!+ …… （在此，n!表示n的阶乘） 

而sinZ=0的根为0，±π, ±2π, ……（π表示圆周率） 

所以sinZ/Z=1- Z^2/3! +Z^4/5! -Z^6/7!+……的根为±π,±2π,…… 

令w=Z^2,则1-w/3！ +w^2/5! -w^3/7! +……=0的根为π^2，（2π)^2，…… 

又由一元方程根与系数的关系知，根的倒数和等于一次项系数的相反数，得 

1/π^2+1/（2π)^2 +1/(3π)^2 + ……=1/3! 

化简，得1+1/2^2+1/3^2+……＝π^2/6 

欧拉将毫无关系的三角函数与级数放在一起，解决了多年没有结果的问题，他的数学运用能力可见一斑，我们不妨从他的实例中学习解题的方法技巧，有时大胆猜想也是一种不错的办法。
在“抢分”之前，先观察式子具有的特征，不要急于对整体运用不等式或放缩，而要先对每个小单元进行恒等变形或放缩，使各个单元之间建立起关系，或有相等、大小关系，或恰能互相消去，或恰好符合著名不等式的结构，达到“先局部后整体，以局部促整体”的目的，也许会柳暗花明。

例3 设x,y,z≥0, x+y+z=3. 证明：
[image: image5.emf]x + y + z ≥ x y + y z + z x .


证明：要证结论，即证


[image: image6.emf]( x + y + z ) 2 ≤ 2 ( x + y + z ) + x 2 + y 2 + z 2 . 即



[image: image7.emf]3 ( x + y + z ) ≤ x 2 + 2 x + y 2 + 2 y + z 2 + 2 z .



[image: image8.emf]x 2 + 2 x = x ( x 3 / 2 + 2 ) = x ( x 3 / 2 + 1 + 1 ) ≥ 3 x x = 3 x .


分析：在这道题中，对
[image: image9.emf]x 2 + 2 x

的局部进行变形、放缩，在解题中十分重要。同时，此题还用到了“从结论出发”的分析法证明，较为巧妙。
例4 求21999的末四位数。

解：φ（625）= φ（54）=54（1-1/5) =500. ∵(2, 625)=1 ∴2500≡1 (mod 625). ∴22000≡1 (mod 625). 令22000= 625m+1. (m∈N) 又25 | 22000, 令22000= n×25 (n∈N). ∴625m+1=25×n. 故有m=32k+15, n=625k+293 (k∈Z). 将n=625k+293 代入22000= n×25，有22000=32(625k+293)=20000k+9376. ∴21999=10000k+4688. 末四位为4688.

分析：此题用到了欧拉函数和mod 625、 mod 32，充分利用指数2000的特点。尤其是变形为22000以便处理，体现了“化零为整”“化复杂为规则”变形的技巧精髓。

例5 使用计算器，估计20082008，用科学记数法表示，保留两位有效数字。

解：2008 lg2008= 6631.9495... 由于6631<2008lg2008<6632，故20082008有6632位；又因为100.9495= 8.90...，故20082008的首两位数为89. 故20082008= 8.9×106631.

分析：由于20082008太大，不可能用计算器直接计算，又因为原题只要两位有效数字，故思考10进位制的特征，发现一个数x的位数即为[logx]+1，注意到指数的存在，应用对数公式，即：log(20082008)=2008lg2008. 
而lga=log(20082008)-6631=log(20082008/106631) 即为幂前系数，a=102008lg2008- 6631=8.90... . 故用计算器可算出保留两位有效数字的20082008. 在本题中，巧妙的避开了高幂次的计算，而利用lg函数将指数降为乘法，便于计算。在k进制的问题中，此法仍然适用，只需变为logkx。这便是变形的核心思想——降维（减少问题的复杂性）、降次（降低幂次，指数变乘，乘变加，高次变低次，二次变一次）、消元（减少未知数个数）。为了降维、降次、消元，需要充分挖掘问题的隐含条件。

例6 （解析几何）设正四面体的一个过顶点的平面与三个过该顶点的侧面相截，三条截线与四面体底面的线面角分别为α, β, γ. 求证：cot2α+cot2β+cot2γ≥3/4.
分析：构造合适的角是关键。在本题中，选择作垂线与交点的连线，是因为其他角度之间不易建立等量关系，如垂足交点与交点定点联线夹角、面的斜线与底面夹角等，虽然容易想到，但后面难以解决。由此可见，选择自变量是解决问题的关键。选择的自变量是否合理，要看它是否容易利用题目条件，建立等量关系，便于问题求解，而不是把最简单的变量直接作为自变量。选择自变量，在不等式中也叫选择主元，是开始正式求解的重要准备工作。

变形、构造的技巧是真功夫，只有多加练习才能形成“条件反射”。这里的几个例子，只是让大家体验一下，变形的技巧其实还有很多，需要慢慢积累。

第三章  特殊值法——抢分的核心技巧

在数学研究中，“从特殊到一般”是重要的思想方法。数学竞赛题，由于其难度，多少有些研究的性质。于是对许多竞赛题目，“特殊值法”显得至关重要。
3.1 什么是“特殊值法”
特殊值法，又称“和谐法”，就是对题目中所给的表达式，代入特殊值，寻找其规律。特殊值，就是易于计算、求解的值。对代数问题，往往是中值（平均值）、边值（最大最小）。当自变量取特殊值时，函数值往往位于极值点（区间上的最大、最小值）。对其它问题，就是规模较小，简单的，或具有特殊性质的代入值。

3.2 特殊值法的理论依据

若函数f(x)为凸函数，由琴生不等式（导数法证明），有f(a1x1+a2x2+...+anxn)≤a1 f(x1)+a2 f(x2)+...+an f(xn). 即：对n个不同变量，他们和的函数与函数的和具有不等关系。同样，对其他运算，也有类似的不等式存在。

特殊值法的证明，通用方法是导数法。以3个变量的函数f(x,y,z)为例，设x+y+z=k为常数，x≥y≥z.其中x≥k/3, z≤k/3.先固定x，调整y,z, 即函数f(y,z).又y+z=k-x为常数，则有z=k-x-y,三元函数变为一元函数f(z). 求f(z)含z单项的导数f’(z),可得当z=(k-x)/2时，f’(z)=0; z<(k-x)/2时，f’(z)<0; z>(k-x)/2时，f’(z)>0. 即应用单调性可得，对0<z<k/3, y=z时f(z)最大。此时y=z=(k-x)/2. 这次调整使y,z相等。同理，固定z, 可得x=y. 由此，x=y=z. 这是一种逐步调整的策略。对于多元函数的情形，可类似的证明。（详细推导步骤见单墫《利用导数证明不等式》，《中等数学》2006年第2期）

由此，我们知道特殊值法的适用范围：当不等式的“一项”为单峰函数（中间值最大或最小）时，可使用特殊值法，此时最值取在均值处，而边值处为另一个最值。有趣的是，竞赛中出现的多数“和谐”的表达式都具有这种特点，故名“和谐法”，这说明了特殊值法的通用性。

类似的，我们可用“逐步调整法”解决不等式问题。具体讨论参考本文后面内容。

3.3 特殊值法在函数不等式中的应用

在应用特殊值法时，要注意观察题目中条件的内在规律。对于对称式、轮换式，往往取中值时达到一个极值，取边值时达到另一个极值。对于单调的函数，极值在定义域两端取到。

应用特殊值法证明不等式时，关键是证明函数的一项为单峰函数，一般应用导数法。当表达式较为复杂时，可分层求导，令重复出现的复杂部分为自变量，成为复合函数，证明内外层函数单调性相同即可。另外，可应用单调性的“运算法则”简化计算。即：单调性相同的函数相加、相乘、复合，单调性相反的函数相减、相除，单调性不变。若为选择填空题，此时答案已经得出；若为解答题，再应用本文4.2节的逐步调整法即可证明全题。

例1 已知a,b,c为非负实数，且a+b+c=1.求证：(1-a2)2 +(1-b2)2 +(1-c2)2≥2.

分析：由“特殊值法”，易知此函数的“一项”(1-a2)2为单峰函数，符合应用特殊值法的条件。故a=b=c=1/3时，不等式取最值2. 可以尝试放缩法、著名不等式，将较为繁琐。

注：一道类似的第49届IMO试题：设实数x,y,z都不等于1，满足xyz=1, 求证：
[image: image10.emf]x 2 ( x - 1 ) 2 + y 2 ( y - 1 ) 2 + z 2 ( z - 1 ) 2 ≥ 1 .

 解法同上，略。可见特殊值法的通用性。

例2 （第31届IMO预选题）设a, b, c为正实数，且abc=1. 求证：
[image: image11.emf]1 a 3 ( b + c ) + 1 b 3 ( a + c ) + 1 c 3 ( a + b ) ≥ 2 .


分析：这是一道著名问题，用构造函数利用单调性法、排序不等式相加法等均可证明，并有推广的一般结论。（见《奥赛经典⋅高二数学》）但应用特殊值法，此题非常简单。由于a3(b+c)代换后求导，满足使用条件，故a=b=c=1时，原式最小值为2。

通过以上两道例题，我们认识到：特殊值法在函数不等式中，其实是导数法、逐步调整法，体现了“化整为零，分步解决”的数学思想。特殊值法是证明和谐对称不等式的一件利器。

3.4 特殊值法在几何问题中的应用

在解析几何、立体几何中，常常需要求解一般性结论。当一般性结论不易观察时，可以将几组特殊值（线段相等、角相等）代入，求出待求结论。因为问题的结论是唯一确定的，故结论已经求出，下面便是证明过程。可以考虑代入的值中，哪些中间结论是巧合的，哪些中间结论是必然的。一般来说，对不同的特殊值结论均相同的即为普遍结论。然后针对“必然”的结论进行证明，就把题目分解成若干个简单的证明题，大大降低了解题难度。
代入特殊值后，在求解时，可以应用“程序法”顺序求解。就像大火蔓延一样，从初始条件的几个“起火点”出发，利用定理，找出所有与之相关的“可燃物”（中间关系），一步步“蔓延”（将结论作为已知，重复以上过程），直到目标（所求结论）。这样虽然复杂，但不重不漏，不易丢失条件。得知结论后，当证明时，可以用“双向搜索”，从条件和结论同时出发，加快寻找速度。
例3 （河北省2008年初赛）在三棱锥S-ABC中,SA=4, SB≥7, SC≥9, AB=5, BC≤6, AC≤8. 则三棱锥体积的最大值为                 ．
答案：
[image: image12.emf]8 6

.（以下为标准解法）
解：设∠SAB=α，根据余弦定理有
[image: image13.emf]c o s α = S A 2 + A B 2 + S B 2 2 × 4 × 5 ≤ - 1 5 .

，

故
[image: image14.emf]s i n α = 1 - c o s 2 α ≤ 2 6 5 S △ S A B = 1 2 S A ⋅ A B s i n α ≤ 4 6 .

由于棱锥的高不超过它的侧棱长，所以
[image: image15.emf]V C - S A B ≤ 1 3 S △ S A B × B C ≤ 8 6 .

事实上，取SB=7 ，BC=6且CB⊥平面SAB时，可以验证满足已知条件，此时
[image: image16.emf]V S - A B C = 8 6

，棱锥的体积可以达到最大．
分析：此题标准答案中“取SB=7 ，BC=6且CB⊥平面SAB时”即为特殊值法的应用。实际上，“CB⊥平面SAB”是命题人的假设，而恰好在此时取得最值。这就是“构造法”。经常有同学问，构造的太巧妙了，我怎么想不到。实际上，巧妙的构造都是从简单情况、特殊情况入手分析，发现满足某种条件时恰好满足题意，于是产生了巧妙的构造。此题若用其他解法，必定较为复杂。

例4 （河北省2008年初赛）已知坐标平面上三点A(0,3), B(-
[image: image17.emf]3

,0), C(
[image: image18.emf]3

,0)，
[image: image19.wmf]P

是坐标平面上的点，且PA=PB+PC，则
[image: image20.wmf]P

点的轨迹方程为               ．
答案：x2+(y-1)2=4 (y≤0).
[image: image2321.emf]�
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（标准解法）解：如图，作正三角形PCD，由于ΔABC也是正三角形，所以可证得　ΔACP≌ΔBCD，所以BD=AP．

又因为BD=PB+PC=PB+PD，所以点B,P,D共线．

∠CBP=∠PAC，所以P点在ΔABC的外接圆上，又因为PA>PB, PA>PC，所以所求的轨迹方程为x2+(y-1)2=4 (y≤0).
分析：笔者思考这道题时，首先注意到△ABC是正三角形，然后枚举几个P点的可能位置，例如△ABC的三个旁心，以及B、C两个三角形顶点。由于两边之和等于第三边的图形往往是圆锥曲线，又发现以上五点位于特殊位置，恰好共圆，且圆心位于△ABC的中心。这样，P点的轨迹方程就被轻松确定了。

注意到以上两题都是选自河北省2008年初赛填空题，而且都是竞赛时得分率较低的题目。特殊值法的广泛应用，在此可见一斑。在解析几何、立体几何题目中，若能应用特殊值法，可以轻松构造一些“意想不到”的方法。对于解答要求不甚严格的选择题、填空题，可以直接出解，节省时间；对于解答题，则可先知结果，找到重要关系，产生猜想思路，迈出重要一步。

3.5 特殊值法在组合问题中的应用

在组合问题中，我们常常需要寻找“极端位置”，从极端情况入手推出矛盾，或者证明命题。从这个角度说，“特殊值法”类似于“极端值原理”。
极端值原理的方便之处在于，假设了最大值后，就可以利用其最大性推导，其他元素与它相比都有大小关系，在组合问题中大小关系很重要。并对边界提出很高的要求。由于矛盾一般发生在边界位置，极端值法十分有效。必要时，甚至可以将所有元素排序，这样更有力。

例1 　试问能否在平面上放置2 008 条线段,使得每一条线段的端点都严格地位于其他线段的内部?

证明 假设可以放置2 008 条线段,使得它们的4 016 个端点全部严格地位于其他线段的内部. 现取一定点O ,并找出4 016 个端点中离点O 最远的点A ,于是,平面上再没有比点A 到点O 的距离更远的点(上述线段的端点) 了. 由于点A 严格位于另一线段BC 内部,从而,点A 是△OBC 的边BC 上的点. 故OA < max{ OB ,OC}. 这与点A 是离点O 最远的点矛盾. 可见平面上不能放置满足题目要求的2 008 条线段.

分析 本题抓住极端位置———最远点A ,层层展开,导出矛盾.

例2 将正整数1 至100 随意填入10 ×10的方格表中,且每个方格填一个数. 证明:必有某两个相邻方格(即具有公共边的方格) 中所填数字之差不小于6.

证明 假设可以找到一种填法使得每两个相邻方格中所填数字之差都不超过5 (即小于6) . 观察与1 在同一行、与100 在同一列的方格内的数字a ,由于a 与1 之间至多间隔8 个方格,故a ≤1 + 9 ×5 = 46. ①

又由于a 与100 之间也至多间隔8 个方格,故a ≥100 - 9 ×5 = 55. 与式①矛盾,从而原命题成立.

分析 本题在从特殊位置特殊对象入手的同时,又注意从全面加以考虑,从而使问题顺利获证.

   综上所述，“特殊值法”作为“抢分”的核心技巧，在函数不等式、解析几何、立体几何、组合等问题上，具有重要作用。掌握此法，受益匪浅。

第四章 试探法——抢分的一般策略

4.1 什么是“试探法”
试探法，归根结底还是“特殊值法”。之所以从“特殊值法”中独立出来另成一节，是因为很多问题开始毫无头绪，需要从简单入手，逐步试验，观察特点、变化趋势，才能得到最后的结论，进而应用其他方法严格证明。

4.2 留心试探中的关系

很多同学感到头疼的问题是“不知如何下手”。造成这一问题的因素可能是被问题的复杂性“吓怕”了，生怕做不出来，形成了心理障碍。首先要克服这个心理障碍，相信自己，敢于动手去做。要善于应用草稿纸，将各个试探结果记录下来，以便下面的比较。

下一步就是“如何试探”。当然，我们要从小处开始，即最简单、最基本的情形。试探的时候，要时时留意试探变量、中间结果、最终结果的横向（同一次试探）关系、纵向（各次试探同一个变量）关系，有时规律就隐藏在某个中间结果中。不能急功近利，要试探4-5个小数据，才能保证得到的结论是正确的。

4.3 试探法在数列问题中的应用

在数列问题中，求复杂数列通项公式时，常常用到试探法。先对a1,a2,a3...按照递推式进行计算，再寻找规律，最后用数学归纳法证明。

寻找数列各项间关系时，最简单的当然是等差数列、等比数列，这时问题的突破口已经打开。有时数列比较复杂，可尝试某项与前两项的和、差、积、商间的关系。若还不可行，可将相邻两项的和、差、积、商构造成新数列（这叫做数列的差分），重复以上过程，以便发现二阶甚至高阶等差、等比数列。要特别留意，数列的某项是否与前n项和有关，这是类似等比数列的标志。

例5 某校数学课外小组在坐标纸上，为学校的一块空地设计的植树方案如下：第k棵树种植在Pk(xk,yk)处，其中x1=1,y1=1.当k≥2时，xk=xk-1+1-5[(T((k-1)/5)- T((k-2)/5)]. yk=yk-1+T((k-1)/5)- T((k-2)/5). T(a)表示非负整数的整数部分，例如T(2.6)=2, T(0.6)=0. 按此方案，第2008棵树种植点坐标应为      。

分析：对于“高斯函数”熟悉的同学可能一眼就看出其中的规律。但笔者解决此题时，就是应用了“试探法”。根据题中所给的递推公式和初始条件，求得x2=2, x3=3, x4=4, x5=5, x6=1...出现了以5为周期的循环。而y2=1...y5=1, y6=2...y10=2, y11=3...每5个增加1。当发现规律后，其实原因很简单，就是T((k-1)/5)和T((k-2)/5)在被5除余1时恰好相相差1，其余时相等。于是答案轻松解决：坐标为（3，402）。

例6 （1991年全国高中联赛）设an为下述自然数N的个数：N的十进制表示中的各位数字之和为n，且每位数字只能是1，3，4. 求证：a2n是完全平方数。

分析：应用“试探法”，先对最小的数据进行试验。a1=1, a2=1, a3=2, a4=4. 当n≥4时，an=an-1+an-3+an-4. 这是一个递推式，即和为N的n位数由n-1位数添上一位1，2，4产生。如果这个结论也得不到，可以多试几组，把这个结论“猜”出来。然后即可运用递推公式，算出后面的几项。由于题目要求证明的是偶项为平方数，故数列一定与奇偶有关。分奇偶观察数列，可发现一些有趣的性质。尤其是a2n=n2, 表明结论正确，下面寻找的就是a2n与n的关系。注意到an+an-2=n（如何找到的？通过试探）, 故命题化为证明a2n=(an+an-2)2, 找到了目标，大大降低了难度。由于数列中关系很多，还有其他途径可以证明，不再赘述。

例7 已知a1=1，求数列
[image: image21.emf]a n = 1 1 6 ( 1 + 4 a n - 1 + 2 4 a n - 1 + 1 )

的通项公式。

分析：本题解法与例5类似，很容易发现规律，再用数学归纳法证明即可。

例8 已知
[image: image22.emf]f ( x ) = ( x + 2 ) 2 ( x ≥ 0 )

, 又数列{an}中a1=2，该数列的前n项和Sn （n∈N）对所有大于1的自然数n都有Sn= f(Sn-1).求{an}的通项公式。

分析：揭开函数f(x)的神秘面纱，不过是一个较为特殊的递推数列，后一项与前n项和有关。仍然采用试探法，注意到an=Sn-Sn-1, 此题即可顺利解决。

当我们对一个数列的性质、通项公式“一无所知”时，不妨按照题意代入几个试验一下，留意各项间的关系，必要时可以尝试作新数列，观察新数列的性质，也许有意想不到的收获。当然，也可以应用“不动点法”等方法，对于模式化的数列，不动点法、公式法也许更加简单直接。

4.4 试探法在函数方程中的应用

函数方程，正如其名，十分“抽象”，不易摸透。如果直接接解函数方程，没有固定的解法，还容易无从下手。本文只能讨论函数方程的可能表达式，而不能证明其唯一性，因为证明仍然是一项高难度的技巧性工作。

试探法解函数方程，一般有试验顺序。首先检查基本初等函数是否是问题的解。多数函数方程问题的解都是基本初等函数，这一步试探可以立即得知结论。

然后代入几个特殊值，运用“特殊值法”，得出特殊关系式，便于猜想。常用的特殊值包括：常数0，1，-1；自变量x；能够使函数中某部分为零而消去的取值；能够使函数中两部分相等的取值。一般来说，代入这些值后，即可暴露出函数方程的几个特例，即本质特点。对这几个“简化版”函数方程进行加减乘除运算，即可消去某些不必要的项，得出基本函数方程，从而根据知识储备得出函数方程的解。在得出解后，为了避免遗漏，最好检查常数项（包括为零的隐含常数项），是否常数可能有其他取值。对于指数型函数方程，还应当检查指数项。而函数的各项系数，一般是唯一的。

例9 设f(x)为R上的单调函数，解函数方程f(f(x))=x.

分析：显然f(x)=x满足题意。（这就是试探法）

假设对某个x，f(x)>x.（这里用了反证法，开始证明唯一性）

则由单调性知f(f(x))>f(x)>x,与条件矛盾。（从这里发现，解函数方程问题常常需要应用单调性。所以在解题前应先探讨函数的单调性、奇偶性。）

若f(x)<x,同理引出矛盾。故对任意x∈R, 都有f(x)=x.
例10 求所有的函数f(x):Q→Q,满足条件f[x+f(y)]=f(x)⋅f(y).

分析：显然f≡0满足条件。设f(y)≠0, 由f(y)=f[y-f(y)]⋅f(y),得f[y-f(y)]=1.即存在a, 使得f(a)=1. 令y=x（特殊值法），f(x+1)=f(x). 故f(x)是周期函数，且1为其周期。故f(x+n)=f(x). 又f[n⋅f(y)]=f[(n-1)f(y)+f(y)]=f[(n-1)f(y)]⋅f(y)=⋯ =f(0)⋅fn(y).设f(g)=q/p, p,q∈Z, 则f(0)=f(q)=f(0)⋅fn(y). 由于f(0)≠0, 则fp(y)=1, f(y)=1或-1. 若f(y)=-1, 则f(x-1)=f(x)f(y)=-f(x), 仍导出f(x)=0. 于是对一切x∈Q, f(y)=1. 故所求f(x)为f(x)≡0或f(x)≡1.

注：对有理数类问题，可设为分数形式，并采用由整数到分数的推广方法（柯西方法）。

4.5 试探法在组合问题中的应用

试探法应用于组合问题，一般是“从小处着眼”，先对较小的、容易计算的情况进行试探，再解决一般性问题。

例11 求数列通项公式：Sn=14+24+34+⋯+n4.

分析：令S(n,m)=1m+2m+⋯+nm, 便于说明问题。我们先试探S(n,0), ...S(n,3), 然后得出要求的S(n,4). 显然，S(n,0)=n. S(n,1)=(1+n)*n/2. S(n,2)=(n+1)(2n+1)/6.这都是我们常见的公式。注意到S(n,m)是m+1次多项式，于是我们猜想S(n,4)是5次多项式。设S(n,4)=an5+bn4+cn3+dn2+en+f. 将S(1,4), S(2,4)...S(6,4)手动算出，代入上式，可解出S(n,4)的各项系数。（应用待定系数法）经分解因式，结论为：
[image: image23.emf]S n = 1 3 0 n ( n + 1 ) ( 2 n + 1 ) ( 3 n 2 + 3 n - 1 ) .

 此题严格的解法需要用到数列差分的知识，这里只是提供一种通用的“抢分”方法。

例12 （2000年全国高中联赛）有n个人，已知他们任意2人至多通电话1次，他们任意n-2个人通电话的总次数相等，都等于3k（k为正整数）。求n的所有可能的值。

分析：通过对4,5,6个人的情况小规模试验知，不考虑3k问题，只是“任意n-2个人通电话的总次数相等”就可以确定所有人之间全部通过电话。由于反例长时间找不到，我们便设想有下面的加强结论：
在n个点组成的图Kn中，若对某个2≤k≤n-2，任意k个点间的边数相同，则Kn是完全图。

这个命题已被证明，要用到组合数、图论中正则图的知识，这里不详细展开，留给读者思考。（提示：先证正则图，后证完全图。）

本题的标准答案中用了其他方法，充分利用了3k条件。但以上推广，更能体现问题的本质。而这个有趣的结论，就是通过“试探法”发现的。
上述例题还不能全面反映试探法在组合问题中的应用。很多较难的问题，都是从小规模数据枚举、试算而找到规律的。例如2007年全国高中联赛的“五子棋”问题，就可以应用先用较小的棋盘试验，猜想“马步跳”，后证明的方法简单地解决。（丁龙云《从“五子棋”到“马步跳”》，《中等数学》2008年第2期）而当年很多同学就是不愿动笔试验，而盲目地采用代数方法试图直接解出结论，导致该题得分率偏低。同样，著名的“红点问题”的解决，也是从小数据试验得出规律的。（李成章《“红点问题”和解法的新进展》，《中等数学》2006年第7期）由此可见，试探法是组合问题的基本方法。

4.6 试探法在数论问题中的应用

试探法在数论问题中，与组合问题一样，都是遵循“由小见大”“由特殊到一般”的原则。王连笑《通过试验证明数论中的存在性问题》（《中等数学》1999年第2期）就是这种方法的具体阐述。

例13 数列{xn},{yn}定义如下：x0=1,x1=1, xn+1=xn+2xn-1. y0=1, y1=7, yn+1 =2yn+3yn-1. 求两数列的公共项。

分析：显然1为两数列的公共项。公共项有两种可能：后面没有公共项，或公共项周期性出现。我们采用取模的办法，对xn,yn取mod 8: xn=1,1,3,5,11,21... xn≡1,1,3,5,3,5...(mod 8).   yn=1,7,17,55,161... yn≡1,7,1,7,1...(mod 8). 显然分奇偶讨论可知，xn≠yn (mod 8). 故1为两数列唯一的公共项。

此题中开始没有思路，列出几项，尝试几个模后，发现mod 8有规律，且能说明问题。在列出几项发现规律后，要用数学归纳法证明。

例14 试求不能表为|2a-3b| (a,b为非负整数)的最小素数。

分析：这个问题很难直接解决，只能先试探。经验算，2，3⋯37均可表示成|2a-3b|形式，此时a,b<10,列出2、3的次方数后很容易观察出差为素数的两项。而41长久不能试出，于是猜测41为所求素数。（这是试探法在数论中应用的一般方法）下面用反证法证明。

假设2x-3y=41(1)或3y-2x =1(2). 对于(1), mod 8: 2x≡0, 3y≡1或3, 41≡1, 故2x-3y≠1,矛盾。 对于(2), 考虑mod 4: 3x≡3或1, 2y≡0, 41≡1, 故3x≡1, x为偶数. 再考虑mod 3: 3x≡0, 2y≡2或1, 41≡2, 故2y≡1, y为偶数.(采用取多个模的办法，对不同的形式得出不同的结论，最终化为奇偶性问题，引出矛盾) 设x=2x1, y=2y1, 有32x1-22y1=41即(3x1+2y1)(3x1- 2y1)=41. 由于41是质数，3x1+2y1=41, 3x1- 2y1=1. 无整数解（试探法易知）矛盾。故41为所求质数。

在数论问题中，试探法往往用于试出取哪个模，对不同的模有不同的规律。我们应当选择合适的余数，以便分析。下面给出一些常见的取模特征。

①两个4k+3数之积为4k+1数。

②x2被8除的余数为0，4（当x为偶数），及1（当x为奇数）

③x2被4除的余数为0，1

④x2被3除的余数为0，1

⑤x3被9除的余数为0，1，8

⑥x2+y2≠4k+3

⑦x2+y2≠8k+3, 8k+6, 8k+7

⑧x3+y3≠9k+3, 9k+4, 9k+5, 9k+6.
4.7 试探法在平面几何中的应用

在平面几何中，试探法往往不能作为解题的最后手段。它是寻找几何直观，发现数量关系、边角关系，方便证明的重要方法。当拿到一道较为复杂的平面几何题时，可以先用作图工具，画出尽可能标准且较大的图形，观察有特殊关系的线段，是否四点共圆，是否线段相等，是否两直线垂直……
把向量作为工具解决平面几何问题，既避免了纯几何添置若干辅助线的麻烦，又避免了纯解析几何法计算量过大的缺点。向量法的特点是数形结合，用向量论证明快、简洁、容易入手。

三角法也是解决平面几何问题的重要工具，面对一些边角关系复杂又无章可循的问题，如果把其中重要的角度设出，利用正弦定理、余弦定理、张角定理等沟通边角关系，将各种问题转化为证明三角恒等式或三角不等式，再使用和差化积、积化和差公式，结合三角形中的若干重要不等式，可顺利解决几何难题。具体实现方法，有常用的切割化弦法、正余切法（陶平生《三角形结构中的一个解题系统》，《中等数学》2007年第4、5期）等。

下面是曹钦翔《从一个平面几何问题所想到的》的摘录，希望对读者有所启发。
在初中学习平行四边形的时候，我们了解了一系列平行四边形的几何性质，如：对边相等、对角相等、对角线互相平分等等。当然了，矩形、菱形等特殊平行四边形的几何性质就更丰富了。于是我就想到一个问题，一个三组对边分别平行的凸六边形（下简称平行凸六边形）具有怎样的性质呢？对边相等？对角相等？对角线互相平分？经过简单的尝试与证明，我发现上述三个命题只有“对角相等”是正确的。

但同时，我在作图中发现了一个惊人的巧合，我猜想：平行凸六边形六条非主对角线所限定的六边形三条主对角线交于一点。所以我努力证明以下命题：凸六边形ABCDEF中，若AB//DE，BC//EF，CD//FA，AC与BD交于P1,BD与CE交于P2，CE与DF交于P3，DF与EA交于P4，EA与FB交于P5，FB与AC交于P6，则P1P4，P2P5，P3P6交于一点。

首先，在我的研究过程中，我对这个命题的正确性进行了一个判断。这项工作我是分两步做的。第一：我通过作出不同位置关系的图，看是否大致交于一点（在误差允许的范围内）。第二，在第一步我得到肯定的结论后，我通过电脑编程，对随机产生的符合条件的图形，分别用解析几何计算P1P4，P2P5，P3P6，两两交点的精确坐标，发现确实三线交于一点。在完成了上述准备工作后，几乎可以确信，该命题是正确的，于是我开始了：证明。

在这个证明中，不难看出，证明的思路是反复利用边元及角元的Ceva定理论证共线。方法十分初等易懂。在比例式的计算中，运用了一个非常精妙的变形：首先用正弦定理把线段比例式化为三角函数的比例式，再用公式S=1/2 ab sinC把线段的比例式与面积的比例式不断相互转化，最后相消得证。当然，不得不承认，这一方法虽然初等，但还是较为繁琐，有没有好的方法呢？

我在学习了一些平面几何中点共线、线共点的定理后，发现在论证了Q（AD与BE的交点）在P1P4上后，可以反复使用PAPUS定理来证明待证结论(设Q1=A P3∩DP5，Q2= EP2∩DP6，Q3= P3P6∩P2P5)： 证明：因为P1P4Q共线。 由PAPUS定理知P1QQ2共线，所以P1P4QQ2共线 又由PAPUS定理P4Q3Q2共线，所以P1P4QQ2Q3共线 所以Q3在P1 P4上。证毕！ 显然，这样的证明使的问题后半部分的解决方法简化了很多，事实上，由PAPUS定理，在P1P4Q共线的条件下，还可以证明P1P4QQ1Q2Q3是六点共线的！ 

做到这里，我就想，是不是问题的前半部分也可以类似简洁的解决呢？指导老师周建新老师提醒我：“ABCDEF应该是在同一个二次曲线上的”我观察后发现，如果证明了ABCDEF是在同一个二次曲线上的，那么由Pascal定理（在二次曲线中的结论），即可直接证明P1P4Q时共线的。这样一转化，整个问题就只需证明：ABCDEF在同一个二次曲线上！ 这显然应该是一个解析几何的问题，而由于我自身解析几何功底尚不够扎实，这一问题一直没有解决。直到去旁听国家集训队的时候，金睿章同学提出，因为三组对边分别平行，即都交于无穷远点，而三个无穷远点时共线的！那么，由Pascal定理逆定理就证明了ABCDEF在同一个二次曲线上。

这样，整个问题的解答，就有原来的十分冗长变得很精炼了！在解决问题后，我又思考，如果六边形ABCDEF是凹六边形，前面的结论还会成立吗？重新回顾前面的证明，不难发现，凸六边形这一性质并没有使用过，也就说，这一条件是可以去掉的。即，对于一切六边形ABCDEF，若AB//DE，BC//EF，CD//FA，AC与BD交于P1,BD与CE交于P2，CE与DF交于P3，DF与EA交于P4，EA与FB交于P5，FB与AC交于P6，则P1P4，P2P5，P3P6交于一点。之后，我又想，“三组对边分别平行”的条件是充要的吗？如果不是，那充要条件是什么？我们注意到，ABCDEF在同一二次曲线上，与P1P4Q共线是等价的（因为Pascal定理及逆定理都成立）！而P1P4Q共线可推出Q3P1P4共线（前面已经证明了），下面证明：Q3P1P4共线可推出P1P4Q共线。 证明：因为P1P4Q3共线。 由PAPUS定理P4Q3Q2共线，所以P1 P4Q2Q3共线 又由PAPUS定理知P1QQ2共线，所以P1 P4QQ2 Q3共线 所以Q在P1 P4上。证毕！ 这样，P1P4Q共线与Q3P1P4共线是等价的！所以我们知道：Q3P1P4共线（即P1P4，P2P5，P3P6交于一点）的等价命题是ABCDEF在同一二次曲线上！

Pascal定理：ABCDEF六点在同一二次曲线上，则AB∩DE，BC∩EF，CD∩FA共线。

这样，我们就给出了一个完整的解答。最终我们发现，一个较为高等的证明，可以使得一个问题的解决简洁很多。因此，从这一个问题的两种解答方法可以看出，要处理好几何问题，一方面要有一个很好的几何思想，另一方面要能够熟练掌握各个领域的著名定理。

读罢曹大牛论文，不知读者有何感想。论文中用试探法，首先得出了结论，然后再用各种方法试图证明。所有竞赛高手，都是善于思考、解决问题的。我们要做牛年大牛，就要认真考虑问题是否有更简单的解法，问题的本质是什么，问题是否能够做一些推广。只有善于“举一反三”，才能提高自身水平。
综上所述，当遇到毫无头绪、无从下手的问题时，千万不要轻言放弃，通过对简单数据的试探与观察，也许“山重水复疑无路，柳暗花明又一村”。

第五章 高效抢分“秒杀”选择题

在本文的上半部分，通过几个方面的数学竞赛问题，简要介绍了“抢分”的两个重要方法——特殊值法、试探法。我们已经看到，这些方法在竞赛考试中有多么巨大的威力。实际上，上述方法只能说是“巧题妙解”，属于“正统方法”，不能说是“抢分”。但是，问题始终是困难的。我们必须承认，有许多问题，即使应用了各种常规方法、上述巧妙解法，仍然不能得到解决。这时，所谓的“巧题妙解”就派不上用场了。放弃？不！我们为了得分，就要尽可能地去“猜”——追求得分最大化。
2009年，随着数学竞赛题型“全面改版”，选择题也成为了仅在预赛中出现的“无足轻重”的题目。但我们不能因此放弃选择题的训练，因为选择题的思路在其他题型中也有应用，并且不少选择题的背后隐藏着丰富的内涵。

选择题，四选一，有且仅有一个选项是正确的。这就为“抢分”提供了极好的条件。利用选择题特点的最好方法，就是“排除法”。

做英语题时，同学们一定对“排除法”印象深刻。数学竞赛也不例外。说来简单，就是将四个选项一一代入题干，选择符合题意的一个。排除法适合“求符合条件的……值”“下列命题中，哪一个是正确的”之类的题目，或代入选项，或代入特殊值。尤其注意，在“命题正确”类题目中，一定要使用“特殊值法”，考虑全面，注意边界、特殊情况，避免掉入命题人的“陷阱”。
我们发现，数学竞赛选择题中能应用排除法的并不多。对于询问个数类的问题，我们首先应该想办法解决。最好的办法是自己找实例，找实例时一定注意不重不漏。一旦找到的个数超过某个选项，该选项立即被排除。若找到的个数恰好达到某个选项的值又确信没有其他可能，或者其他选项远远超出此选项，即可下定结论。当没有任何办法解决时，一个命题规律可能派上用场：个数“次大”的选项往往是正确答案。据笔者统计，这个结论对70%-80%的“个数问题”正确。
例15 过点A（11，2）做圆x2+y2+2x- 4y-164=0的弦，其中弦长为整数的共有（   ）条。         A.16    B.17     C.32     D.34

分析：配方得(x-1)2 +(y-2)2=132, 故10-26均为其弦，由于弦长是连续变化的，故10,11,...26均可取到。又两侧是对称的，11,...25出现两次，故共32条，选C。如果此题不会做，可以使用“次大原则”：直接选C。
对于选择题中的区间问题，不要直接求区间，应先在坐标轴上将这几个区间表示出来，注意区间之间的包含关系。从区间的边界值入手，将区间的边界代入原式检验，可迅速排除错误选项，从而得出结论。

例16 集合M={(x,y)|x3+8y3+6xy≥1,x,y∈R}, D={(x,y)|x2+y2≤t2, t∈R}, M∩D=∅, 则有（   ）

A.-1<t<1   B.
[image: image24.emf]- 3 4 < t < 3 4

   C.
[image: image25.emf]- 5 5 < t < 5 5

   D.
[image: image26.emf]- 1 2 < t < 1 2


分析：观察到集合之间有明显的包含关系B⊆C⊆D⊆A。注意到正负是对称的，首先代入1/2，发现矛盾，排除A、D选项。接着代入C的边界值，发现是正确的，故选C。在代入过程中也有技巧，即适时应用“特殊值法”，令x=y或x,y一个为0，经过试验，只要找出一组例子即可。此题若直接求解，会浪费较多的时间。

对于选择题中的“最多”“最少”问题，可以用简单方法先找出一个上界，对上界以内的数进行讨论。只要构造一组可行的接近上界答案的解即可说明问题。选择题中的选项，若明显与其他项相差过多，则十有八九是迷惑项，应予排除。对“可能的数目是多少”类问题，只需上下界均考虑即可。
例17 设集合T={x1,x2,...,x10}的五元子集满足T中的任意两个元素最多在两个子集中出现。问这样的子集最多有多少个。（   ）

A.252     B.18     C.10     D.8

分析：注意到C510=252，A被立即排除。首先尝试构造，发现较为困难。考虑10个元素的任意两个元素共C210=45种，每个最多出现2次，故所有子集最多有90个数对。每个子集5个元素，10对，故最多有9个子集。于是只能选D。事实上，8个子集是很难构造的，而9个子集根本不可能。若开始就使用构造法，此题将变得异常困难。这是“先估计（卡范围），后排除，有必要时再构造”方法的范例。
选择题中的几何问题，可以采用“直觉法”解决。当几何题求解较困难时，使用作图工具，画出一个标准的图形，通过度量角度、长度等参量，结合几何直观，直接选择。同样，立体几何题可用折纸、用笔搭建框架等方法帮助思考，使立体图形更直观，便于发现边角关系。立体几何中的相等、垂直、平行往往是较多的，若能观察出这些特点，求解十分容易。

例18 设P为△ABC所在平面内一点，并且
[image: image27.emf]A P = 1 5 A B + 2 5 A C

.则△ABP的面积与△ABC的面积之比为（   ）

A.1/5     B.2/5     C.3/5    D.4/5

分析：通过画图，或结合题图，易得△ABP占△ABC不到一半，但接近一半，再度量AB上的高，可得比例约为0.4.这说明B为正确选项。

选择题中，往往会出现枚举类问题。这时要细心，不重不漏，不要因为是选择题就不打草稿，要把找到的情况一一列出，才便于分类讨论。

例19 （2008年河北初赛）把2008表示成两个整数的平方差形式，则不同的表示方法有（    ）种．
A  4         B 6        C  8         D 16
答案：C.

解： 设x2-y2=2008，即(x+y)(x-y)=2008．2008有8个正因数，分别为1，2，4，8，251，502，1004，2008．而且x+y与x-y只能同为偶数，因此对应的方程组为x+y=-2,-4,-502,-1004,2,4,502,1004; x-y=-1004,-502,-4,-2,1004,502, 4,2. 故(x,y)共有8组不同的值：(503,501),(-503,-501), (-503,501), (503,-501), (253,249), (-253,249), (253,-249).
分析：此题看似简单，其实容易出错。若未考虑到负整数的可能性，就会错选。另外作为选择题，此题的8组值没有必要求解出来。如果时间充裕，求解这些值可以起到检查答案的作用。

对于选择题中的组合选项问题，应分析各选项组合间的逻辑关系，先判断与选项关系大的题支，然后判断其它问题，应用排除法。对于判断不清的题支应暂时搁置。若不能解决，可根据特殊值法或由直觉推测。

选择题，最能暴露命题者的意图。从选项的设置特点，有时能得出问题的基本思路。辨别命题思路需要真题实践，这里不多加讨论。
选择题无论如何，不能留下空白。即使没有任何方法，也要凭直觉“猜”一个选项。据笔者的经验，“猜”的选择题正确率一般为40%-50%，而不是纯概率的25%，因为大脑中已经排除了一些“看似不正确”的选项。
选择题是竞赛试卷中的基础题，不能浪费过多的时间，应用技巧，在保证正确率的前提下，争取“秒杀”，速战速决。
第六章 高效抢分提高填空题正确率
填空题，是一试中得分率较高的题目，也是改版后的数学联赛中唯一的非解答题型。在多数选手填空题几乎满分的情况下，我们必须做到填空题少丢分、不丢分，至少不能犯低级错误，无谓失分。所以我们要在填空题的解答上下大工夫，努力提高填空题正确率。

下面分类介绍解答填空题的若干策略。

对询问个数类问题，应使用分类讨论、枚举法。通常填空题设计的答案不会太大太麻烦，只需合理分类枚举即可。有时明显个数不多，难以找到第二个，则极有可能是1个，即结果是唯一的，此时可大胆猜想作答。

例20 已知椭圆与双曲线共焦点（3，0）、（-3，0），且短轴重合。则两曲线交点轨迹所围成区域内部的格点数是       。

分析：由题设，
[image: image28.emf]C 1 : x 2 m + 9 + y 2 m = 1 . C 2 : x 2 9 - m - y 2 m = 1 .

其中0<m<9.

设交点P(x0,y0),则有P在C1,C2上，知
[image: image29.emf]x 2 m + 9

+
[image: image30.emf]x 2 9 - m

=2. 故x02=9-m2/9.

从而，y02=m2/9, 故x02+y02=9. 由画图知，围成区域内共25个格点。

注：最后一步“画图法”若改用代数方法，将较为困难。

例21 已知集合S={1,2,3,4,5,6}, 映射f：S→S满足条件：对于任意的x∈S，有f(f(x))=x, 则满足条件的映射f(x)的个数是        。

分析：f(f(x))=x的本质是对每个x，都有x→y,y→x. 此时x,y称为一对。若映射中有多个x对应一个y，则必有一个y对应多个x，矛盾。故f是一一映射，并且是满射。由此，用递推的方法寻找f(x)的个数，记为g(x)。显然g(1)=1, g(2)=2. 对g(n), 考虑其中的第1个元素。若f(1)=1, 则后面2-n这n-1个元素按题意排列，共g(n-1)种排法。若f(1)≠1, 设f(1)=x, 则f(x)=1. 剩余的n-2个元素按题意排列，各g(n-2)种排法。又x有n-1种取值，故g(n)=g(n-1)+(n-1)g(n-2). 下面可以求出g(n)的通项公式。作为填空题，可以逐个递推计算，节省时间。

由这道题可以看出，递推法在解填空题中起着至关重要的作用。尤其是对于后一种状态可由前一种状态变化而来的计数问题，找到递推公式，比直接计算往往更加方便。下面再举一例。

例22 （全国中学生物理竞赛）六个相同的电阻，阻值均为R，连成一个电阻环，六个接点依次为1,2,3,4,5,6. 现有五个完全相同的这样的电阻环，分别称为D1,D2,D3...D5. 现在将D2的1，3，5三点分别与D1的2，4，6三点用导线连接，然后将D3的1，3，5三点分别与D2的2，4，6三点用导线连接……以此类推，最后连接D5，D4. 则全部接好后，在D1的1，3两点间等效电阻为        ，在D5的1，3两点间等效电阻为       。

分析略。这是一道很好的递推问题，不能硬算，要充分利用对称性，对电路进行变形，找到Dn-1与Dn的递推关系，再逐步推算。

在填空题中，有要求某个量的表达式类的题目。这是填空题比选择题难的重要原因，由于表达式几乎不可能“猜”出来。作为填空题，求这些值时可充分利用几何直观、代数直觉，不必要证明。特别是边角关系较多的立体几何问题，此法应用广泛。

例23 正三棱柱底面边长与侧棱长都是1，过底面的一边与上下底面中心连线的中点作棱柱的截面。则截面的面积为         。

分析：作出图后，发现此图形“和谐对称”。立即想到截面是等腰梯形，求出上下底，高由勾股定理和2/3相似关系可得。
[image: image31.emf]S = 1 2 ( 1 + 1 3 ) × 2 3 3 = 4 3 9 .


解函数表达式求值时，不必要求出一般情况的值，只需代入一些特殊值即可利用“答案的唯一性”。尤其是对于三角函数问题，对表达式略微化简后代入特殊角(0, 30, 45, 60, 90等)，往往问题迅速解决。

例24 已知x是锐角，则函数
[image: image32.emf]f ( x ) = s i n 2 x c o s x + c o s 2 x s i n x

的值域是       。

分析：由均值不等式，原式≥2sinx cosx=sin2x. 而x=45时，sin2x最大为
[image: image33.emf]2

，恰好取到等号.而代入0,30,60,90均比f(45)大，且观察到关于45度对称，是单峰函数，故值域为
[image: image34.emf][ 2 , + ∞ )

.比起其他方法，笔者的方法也许更加节省时间。

在填空题中，往往有“经过多少次”“至少多少个”类问题，可直接应用模拟法。部分问题按题目要求模拟几次即可得到结果；否则模拟几次即可找到规律。在模拟时，若题目的参量无关紧要，可代入特殊值、较小的值简化计算；若题目参量开始较大，可从小的值开始试起，寻找规律。这类情况往往出现在以“年份”为参量的问题中，结果不外乎几种：0、1等特殊数，与年份无关；年份本身或±1的附近数；年份除以某个较小的常数。究竟是哪一种，由小数据一试便知。

例25 20082008的个位数字是       。

分析：2008≡8 (mod 10), 故20082008≡82008 (mod 10). 而81≡8，82≡4，83≡2，84≡6，85≡8……每4个一循环。由于2008≡0 (mod 4), 故20082008的个位数字是6. 本题中先通过小数据寻找循环规律，再利用同余解决。

填空题最好不要有空白，虽然猜对的可能性较小，但可利用直觉，应用特殊值法或试探法，加上初步的计算，得到可能的结论，一旦正确就是9分，不可轻言放弃。

同选择题一样，填空题同样要注意特殊情况、边界情况，考虑全面。例如代数中区间的开闭、边界处；分母为零、根式为负时；不等式等号成立时；变量恰好相等或为零时；数论、组合中的初始条件（1，2个）时有特例；几何中恰好重合、共点、共线、共面，一般相交直线可能恰好平行等特殊情况；二次函数中判别式小于零、等于零；对称计数在遇到自对称元素时可能重复；两侧可能有相似情况而忽略一侧；求得的点在边界上；点求得的值出现重复或负值不符合实际情况。对以上特殊情况，解题时要多加注意，应用特殊值法进行检查，避免计数时±1的错误或计算中出现增根、漏根现象。

本文第六章中针对选择题的各种策略，有些对填空题同样适用，不再赘述。
第七章 抓住解答题的每一分

7.1 减少低级错误

解答题，是单题分数最高的题型，一定要留足时间，不要有来不及做的遗憾。一试解答题，通常难度不大，在时间充裕时均可解出，只是容易在细节上出问题。

我们知道，一试解答题的评分标准规定，每题20分，只设5分一档，即只有0,5,10,15,20五个分数。下面我们利用一试解答题的评分特点，一是对不会做的题尽可能“抢分”，二是对会做的题尽可能不丢分。

我们应当看到，5分一档对考生认真细致的要求很苛刻，因为一道题如果仅有一个小错误，扣掉的不是2-3分，而是5分，较为严重。笔者在模拟赛中一道求椭圆半长轴取值范围的问题中，忘记舍弃增根，误把负的区间加入到正确答案中，显然是小错误，但一次性扣掉了5分，令人遗憾。

若要尽可能减少丢分，首先要注意审题。审题时，要特别注意：题目中各个标记符号代表什么？题目中各变量的定义域（包括实际问题隐含的定义域）是什么？变量间有什么大小关系？不等式等号是否有可能成立？递推中初始条件、终止条件是什么？关联词语是“存在”“任意”“有且仅有”还是“至多”“至少”？有无对结论的特殊要求？

其次是表达规范。这个问题在本文2节已作为基础出现，不赘述。

要在运算过程中注意细致，对较大的数尽量利用草稿纸笔算，而不是口算。尤其是在较长的题目中，特别注意开始时的计算（初始化）不能出错，否则前功尽弃。这里提供一种运算不易出错的方法：程序化简法。

所谓“程序法”，即为不跳步，严格按照计算规定的顺序进行计算，不要想当然。对每一种可能都要讨论，在没有充足的理由前不能认为某种可能“不存在”。尤其对于“特殊情况”，更要独立出来分类讨论，有可能此处“与众不同”。在较长的表达式化简过程中，可将反复出现的一个较为复杂的部分“令……为A”使之独立出来，最后再把A代入原式，避免中间抄错，简化运算，在不等式放缩时还有利于观察式子特征。应特别注意去括号、开根号的正负号问题，笔者在此处经常出错。

例如这样一道题：已知
[image: image35.emf]n ∈ N + , a i ∈ R + , ∑ n i = 1 a i = 1 ,

求和式
[image: image36.emf]∑ n i = 1 ( a i ⋅ l o g 2 a i )

的值域, 并证明之. 看起来此题并不难，只需证明一个不等式即可。事实上，要得到值域
[image: image37.emf][ - l o g 2 n , 0 ) .

 除需证明最大最小不等式外, 还需证明诸
[image: image38.emf]a i = 1 n

时取到最小值
[image: image39.emf]- l o g 2 n

, 一个
[image: image40.emf]a i → 1

时和式→0(极限为0), 中间的值均可取到(连续性). 否则会酌情扣分。
做到“会做的题不丢分”其实不难，关键是静下来做好分类讨论，使用“模块化处理”，不要怕麻烦。
一试中不会做的解答题较少，万一思路受阻，应静下心来细细考虑，一般会很快有思路；但注意不能耽误过多的时间，若长时间没有任何想法，就应考虑“抢分”，将在5.4节中讨论。

7.2 尽可能寻找思路

数学竞赛中难题是常见的。尤其是在二试中，更是有全国无人能做的“废题”。正如文章开头所说，面对50分，取之不会，舍之可惜，如何“抢分”？
在正式决定“抢分”前，先尽可能寻找一个哪怕是不完整的思路。我们可以采用“广度优先搜索”的办法，甚至采用“双向搜索”，即从结论和已知分别出发，得出一些已知的充分条件、结论的必要条件。这种尝试的模式，在平面几何题中尤其奏效。

寻找思路，要学会“登高望远”，而不是“低头找路”。试想，在一个地形错综复杂的山区，如果漫无目的的寻找，是很难找到出路的。如果应用高科技手段，如卫星定位，我们就能较快的找到正确的路线。在解题中，巧妙的技巧就是“卫星”，当积累达到一定数量时，就能形成条件反射，对某一类问题有较为固定的解法。

下面举例说明，思路是如何找到的。为了真实再现考场的思考过程，我们假定一些“关键步骤”是考生无法想到的，而在此处被“卡住”。
例26 （平面几何）平面上任意五条直线，其中每四条确定一条牛顿线，则所得的五条牛顿线交于一点。

注：四条直线两两相截得六个点，形成完全四边形。完全四边形的三条对角线的中点共线，成为此完全四边形的牛顿线。

不同于平面几何，下面我们提出一种运用行列式证明的方法。运用解析几何，对角线中点坐标为
[image: image41.emf]L ( x 1 4 + x 2 3 2 , y 1 4 + y 2 3 2 ) , M ( x 1 3 + x 2 4 2 , y 1 3 + y 2 4 2 ) , N ( x 1 2 + x 3 4 2 , y 1 2 + y 3 4 2 )

 要证明L，M，N共线，只需证
[image: image42.emf]1 x L y L 1 x M y M 1 x N y N = 0

. 即证


[image: image43.emf]1 x 1 4 + x 2 3 2 y 1 4 + y 2 3 2 1 x 1 3 + x 2 4 2 y 1 3 + y 2 4 2 1 x 1 2 + x 3 4 2 y 1 2 + y 3 4 2 = 0 .

这只是一个计算问题，并没有实质性困难。只需将左边一步步化简，最终会得到“值为零”。这就是采用解析几何法，辅以行列式，求解平面几何题的一种方法。

在例题中所介绍的结论，也可以用行列式证明：用行列式表示每条直线；证明一条直线在另两条直线所成直线束内，就是两行列式相加等于第三个；同理可得到其他的三线共点，问题得证。希望读者自行推算一下。

类似的，解析几何还可用于解决其他较为复杂的平面几何题。例如1988年的一道国家队选拔题：在△ABC中，∠C=30°，O是外心，I是内心，边AC上的点D与边BC上的点E使得AD=BE=AB。求证OI=DE且OI⊥DE。

这道题问题描述很短，但难度非同一般。由于外心、内心“悬浮”在三角形中，与边角关系不紧密，用纯粹几何的办法难以下手。本题适合用解析几何解决，在推导过程中能得到著名的欧拉公式
[image: image44.emf]O I 2 = R 2 - 2 R r

。注意到对任意的三角形，都有OI⊥DE，而∠C=30°可以推出OI=DE。本题的证明很繁琐，有兴趣的读者可以一试。
例27 （数论）试证明: 对任意正整数p, 若p, p+2均为素数, 则对任意正整数a, 满足: 若设
[image: image45.emf]a p ≡ b ( m o d p ( p + 2 ) ) ,

则
[image: image46.emf]b p ≡ a ( m o d p ( p + 2 ) )

.

分析 乍一看，此题不是著名的“孪生素数”问题吗？显然数学竞赛中不会出如此难度的试题。我们观察问题，事实上是一个有趣的现象：将任何a乘方取模后得到b，b经过同样运算又回到a。熟悉RSA加密算法的读者可能立刻有了思路。事实上，笔者命此题时，就是由RSA算法出发，选择质数p,p+2,令
[image: image47.emf]n = p ( p + 2 ) = ( p + 1 ) 2 - 1

,取
[image: image48.emf]a b ≡ 1 ( m o d ( p - 1 ) ( p + 1 ) )

, 则对任意整数A，
[image: image49.emf]B ≡ A a ( m o d n )

, 而
[image: image50.emf]k a b ≡ k ( m o d n )

 此处取a=b=p，即可满足题意。这里有定理：若一个正整数m是若干个不同素数的乘积，则对任意整数a，有
[image: image51.emf]a 1 + φ ( m ) ≡ a ( m o d m )

. 事实上，关于模为素数的高次同余方程，还有很多值得研究，请参考初等数论书籍。

由此可见，尽可能寻找思路，并不是不可完成的。只要耐心，一步步去推导，总有结论出现的时刻。

下面介绍雷勇老师创造的在解析几何中十分实用的“八分方案”。
针对一个解析几何题，只要是圆锥曲线与直线相交类型的（这种类型十分常见），首先设出未知的圆锥曲线方程或直线方程，注意题目的隐含条件，减少未知量个数；联立上述方程，写出联立后的二次方程；解出未知量，或将一个用另一个表示；注意验证二次方程的判别式，给出有根时的自变量取值范围，为舍弃增根做准备。在高考中，上述步骤通常价值8分，故称“八分方案”；在竞赛中的一试解答题至少占5分，同样不可小视。遇到难的解析几何题，不要放弃，联立方程就是5分，也为后面的解答铺平道路。尤其是判别式的问题，一定要在开始时予以解决，正如变量代换后要先给出新变量的取值范围一样，不仅避免最后忘记验根，还能在解题过程中及时排除一些不可能的范围，减少分类讨论的计算量。

从实质上说，“八分方案”就是“将自己的思路表达清楚”，不仅是解析几何，各种题型的解答题中都要尽可能做下去，把自己所掌握的知识用上、能构造的模型写出、能变形的表达式变换、能解的方程解出，不一定得到最终结论，而要争取阶段性成果。

7.3 “踩”准采分点

不论是否会做，都要清晰地表达自己的想法，以便得到部分分。表达清楚，就是当不能完全解出时，把自己脑中正在想的解题思路，用自然语言描述，再加上适当的数学符号和逻辑推理，有时会因此得分。具体描述方式，类似竞赛辅导书上的“分析”即可。不要因为未最后证明或得出结论而“交白卷”。而解题思路的叙述，必须遵循“采分点”的设置规律，这样才容易由中间步骤得分。
竞赛评分标准规定，10分一档，按档次给分。现在我们通过2007年全国联赛加试的三道试题，研究一下“采分点”是如何设置的。（加粗的部分为采分点）（见第十一节）

我们在做题时，应当时刻注意揣摩采分点的位置，争取“阶段性成果”。一般中间结论要求是一个完整的部分，有已知、推导和结论。如果有方程，一般是方程的解作为采分点；数学归纳法的结论常作采分点；几何中全等、相似证明、重要定理应用常作采分点；代数中巧妙的代换变形放缩、著名不等式应用常作采分点；组合问题中构造正例、反例位于采分点。答案中“下面证明……”，往往是前一阶段结束的标志。结论一般是要求整理并加以说明的。不要在离采分点一步之遥时停止，与分数失之交臂。另外，解题时可以应用一些标记，在采分点处重点强调，以免误判。

“踩”准采分点，是同样的解答思路，却有不同的分数的原因。尤其是当解答不完整或中间出错时，抓住“采分点”显得格外重要。
综上所述，针对竞赛中出现的不同题型，采用不同的手段，辅以常规方法，可将其各个击破。

第八章 高效抢分破解难题

在竞赛中，很多难题不能“瞬间破解”，则需要我们掌握一些常用的变形、构造的方法与手段，便于我们打开思路。
以下这些内容，每一种方法都是有丰富内涵的，都已经分别独立成一篇文章。为了总结“抢分”的具体策略，本文仅对以下方法的主要内容进行概述。若要进一步探究，请参考相关文章。

8.1 调整法——不等式的终结者
调整法，顾名思义，就是“自顶向下，逐步求精”的思维方法，就是逐步缩小问题规模，最终各个击破小问题。逐步调整法解不等式，可以称得上是一种“历史悠久”的方法，最早发表于1987年8月的《中学数学》杂志上。经过20年的发展，调整法已不限于不等式问题的求解，而进一步应用于组合极值、函数极值，甚至线性规划问题中。在信息学竞赛中，“模拟退火”的调整策略，估计也是从此处发展而来。

调整法的核心原理就是，将不等式中变量的个数减少，三元变二元，二元变一元，最终将复杂的不等式问题化为简单的二元不等式、一元函数求极值问题，化繁为简，大大降低问题的难度.

调整原理  假设
[image: image52.emf]{ a 1 , a 2 , . . . a n )

为任意实数数列. 做如下变换Δ: 
①选取
[image: image53.emf]i , j ∈ { 1 , 2 , . . . n }

使
[image: image54.emf]a i = m i n { a 1 , a 2 , . . . a n ) .

  
②令
[image: image55.emf]a i = a j = a i + a j 2 或 a i a j 或 a i 2 + a j 2 2 或 2 a i a j a i + a j .

  
设
[image: image56.emf]Δ ( a 1 , a 2 , . . . a n ) = ( a 1 1 , a 2 1 , . . . a n 1 ) .


记
[image: image57.emf]Δ ( a 1 k , a 2 k , . . . a n k ) = ( a 1 k + 1 , a 2 k + 1 , . . . a n k + 1 ) , k ∈ N +

. (注意, 这里的k不表示次方, 表示的是迭代次数.)  则经过无限次Δ变换, 
[image: image58.emf]∀ a i = a 1 + a 2 + . . . + a n n

.
注：在论文《证明不等式的“逐步调整法”》中，该定理称为“平均调整原理”。这里将其做了推广，应用到算术平均、几何平均、均方根平均、调和平均等运算上。

不等式调整定理 假设
[image: image59.emf]f : R → R

是连续的对称(指任意交换若干自变量的位置, 函数均不变) 函数, 满足
[image: image60.emf]f ( a 1 , a 2 , . . . a n ) ≥ f ( Δ ( a 1 , a 2 ) , Δ ( a 1 , a 2 ) , a 3 , . . . a n )

, 则有
[image: image61.emf]f ( a 1 , a 2 , . . . a n ) ≥ f ( a , a , . . . a )

,其中
[image: image62.emf]a = a 1 + a 2 + . . . + a n n

,
[image: image63.emf]Δ ( a 1 , a 2 )

是
[image: image64.emf]a 1 , a 2

通过算术平均, 几何平均, 均方根平均或调和平均变换得到的.

由于本文重点不在论证定理，而在讲述方法，这里不给出定理的证明。注意，不等式调整定理只适用于对称式，对轮换式并不适用。

这样, 我们就将n变量的函数极值(不等式)问题转化成单变量函数极值问题. 再令
[image: image65.emf]h ( a 1 , a 2 ) = f ( a 1 , a 2 , . . . a n ) ,

原命题转化为证明
[image: image66.emf]h ( a 1 , a 2 ) ≥ h ( Δ ( a 1 , a 2 ) , Δ ( a 1 , a 2 ) )

这个二元不等式问题.

琴生不等式 设f(x)在区间I上是下凸函数, 则
[image: image67.emf]∀ x i ∈ I , p i > 0 , i = 1 , 2 , . . . n

 有
[image: image68.emf]∑ n i = 1 p i ⋅ f ( x i ) ∑ n i = 1 p i ≥ f ( ∑ n i = 1 p i ⋅ x i ∑ n i = 1 p i ) .

 式中等号当且仅当
[image: image69.emf]x 1 = x 2 = . . . = x n

时成立.

琴生不等式，事实上是调整法的推广，实现了对一般函数从自变量到函数值的转化，但不能替代调整法的作用。

证明二元不等式，可以使用偏导数法。所谓偏导数, 就是将多元函数的某一个变量视作真正的变量, 而将其他变量视作常数. 以x为自变量的偏导数记作
[image: image70.emf]f x ( x , y )

.本文仅以二元函数为例, 说明偏导数的应用.

对函数
[image: image71.emf]f ( x , y )

,若令
[image: image72.emf]g ( x ) = f ( x , y )

, 则
[image: image73.emf]f x ( x , y ) = g ' ( x ) .

这样, 一元函数的求导公式和方法都可沿用到二元函数偏导数的计算上来.

首先, 令
[image: image74.emf]g ' ( x ) = 0

, 解出
[image: image75.emf]x = h ( y ) .

若原函数是
[image: image76.emf]R 2

上的连续函数,则满足
[image: image77.emf]g ' ( x ) = 0

的x为
[image: image78.emf]f ( x , y )

的极值点所对应x. 由于需要引入多元函数的极限, 较为复杂, 故这里不对函数的连续性及其证明进行讨论. 需要指出的是, 我们在数学竞赛中遇到的函数不等式一般是连续的, 由于它是由基本初等函数经过有限次四则运算和复合迭代得到的.

然后, 将
[image: image79.emf]x = h ( y )

代入原函数
[image: image80.emf]f ( x , y )

, 得到函数
[image: image81.emf]f ( h ( y ) , y )

, 是y的一元函数. 这样, 就将二元函数问题化归成一元函数的极值问题.

至于一元函数的极值问题，直接使用导数法，或利用函数性质即可解决。

例1 a,b,c,d为正数，求证：

[image: image82.emf]1 b + c + d + 1 c + d + a + 1 d + a + b + 1 a + b + c ≥ 1 6 3 ( a + b + c + d ) .


证明：记
[image: image83.emf]F ( a , b , c , d ) = 1 m - a + 1 m - b + 1 m - c + 1 m - d - 1 6 3 m

, 则

[image: image84.emf]F ( a , b , c , d ) - F ( a + b 2 , a + b 2 , c , d ) = 1 m - a + 1 m - b - ( 1 m - a + b 2 + 1 m - c + d 2 ) = m - b + m - a ( m - a ) ( m - b ) - 4 m - b + m - a = ( m - b + m - a ) 2 - 4 ( m - a ) ( m - b ) ( m - a ) ( m - b ) ( m - b + m - a ) ≥ 0 . ∴ F ( a , b , c , d ) ≥ F ( a + b 2 , a + b 2 , c , d ) . ∴ F ( a , b , c , d ) ≥ F ( m 4 , m 4 , m 4 , m 4 ) = 0 ∴ 1 m - a + 1 m - b + 1 m - c + 1 m - d ≥ 1 6 3 m .


调整法，在组合极值问题中也有重要应用。组合极值的特点是函数中变量多、运算复杂，直接证明组合不等式较为困难。这时利用调整法，固定若干变量，考虑一部分变化时的取值；再让这些变量活动起来，求整体的最值。具体来说，就是对函数
[image: image85.emf]f ( x , y , z )

,固定变量x，得到
[image: image86.emf]g ( y , z )

, 再证明
[image: image87.emf]g ( y , z ) ≤ h ( x )

, 最后证明
[image: image88.emf]h ( x ) ≤ C

, C为待证的常数。

但有时，
[image: image89.emf]h ( x )

的表达式是分段函数，形如
[image: image90.emf]h ( x ) = h 1 ( x ) x ∈ A h 2 ( x ) x ∈ B

, 这时需要分段讨论，类似用导数法证明不等式，需要分段证明解决。

从理论上说，调整法对多数对称不等式适用。实际应用时，可以先代入特殊值，观察对称式是否满足“逐步调整原理”，再决定是否使用调整法证明。因为有的对称式不满足调整原理，但确实在相等处取得最值，若盲目应用调整法只会误入歧途。尽管如此，调整法仍不失为一种解决对称不等式问题的“通法”。
8.2 二进制——追溯数字的本源
二进制，是计算机采用的计数方式，因为它简单，只有两种可能，便于处理。我国古代的“两仪生四象，四象生八卦”中就包含了朴素的“二进制”思想。

二进制在数学竞赛中，有重要作用。在集合问题中，如果涉及2的方幂，采用二进制思想解决问题，能把复杂的取整、同余操作转化为对二进制数位的运算，简化思考过程。

例1 若x 、y 、z ∈(0 ,1) ,证明x (1 - y) + y (1 - z) + z (1 - x) < 1.

证明 因为x 、y 、z ∈(0 ,1) ,所以1 - x 、1 - y 、1 - z ∈(0 ,1) . 不妨将形如a 与1 - a 的两个数称为一组对偶数. 规定对偶数的排列顺序为XYZ ,其中X = x 或X = 1 - x , Y = y 或Y = 1 - y , Z= z 或Z = 1 - z . 构造如下函数(当出现x 、y 、z 时,其相应位置用1 表示;当出现1 - x 、1 -y 、1 - z 时,其相应位置用0 表示) :φ(100) = x (1 - y) (1 - z) ,φ(101) = x (1 - y) z ,
则　φ(100) +φ(101) = x (1 - y) ; φ(010) = (1 - x) y (1 - z) ,φ(110) = xy (1 - z) ,
则　φ(010) +φ(110) = y (1 - z) ;φ(001) = (1 - x) (1 - y) z ,φ(011) = (1 - x) yz ,
则　φ(001) +φ(011) = z (1 - x) .易证φ ( 000) + φ ( 001) + φ ( 010) +φ(011) + φ ( 100) + φ ( 101) + φ ( 110) +φ(111) = 1 ,即φ(000) +φ(111) + [ x (1 - y) +y (1 - z) + z (1 - x) ] = 1.
又φ(000) = (1 - x) (1 - y) (1 - z) > 0 ,φ(111) = xyz > 0 ,所以, x (1 - y) + y (1 - z) + z (1 - x)= 1 - [φ(000) +φ(111) ] < 1.
分析 这是一道不等式题目，当然可以用“正统”的不等式方法求解。但此处给出的二进制方法，用0、1表示对称的两个状态，便于理解。事实上，不用二进制表示，直接写出较长的表达式，证明仍可进行。类似的题目有：已知正数a 、b、c 、A 、B 、C 满足a + A = b + B = c + C = k 证明: aB + bC + cA < k2.

例2 （2008国家队选拔）证明：对任意正整数n≥4，可以将集合Gn={1,2,...n}的元素个数不小于2的子集排成一列：
[image: image91.emf]P 1 , P 2 , . . . P 2 n - n - 1

,使得
[image: image92.emf]| P i ∩ P i + 1 | = 2 , i = 1 , 2 , . . . 2 n - n - 2 .


证明 我们把G的每个子集看做一个n位二进制数，若某数i存在于子集中，则第i位为1；若i不属于子集，则第i位为0. 这样，我们把复杂的集合运算转化为数的运算。

所要求的是找到
[image: image93.emf]2 n - n - 2

个二进制数排成一列，使得每两个相邻数都恰有两个相同位置上全为1. 或者说，相邻两数取“与”运算后的二进制数有两个1.

我们采用数学归纳法证明。当n=4时，序列1100, 1110, 0110, 0111, 0011, 1011, 1010, 1111, 0101, 1101, 1001满足要求。假设n=k时满足要求。对n=k+1, 我们采用如下构造方法，先排所有首位为0的二进制数，按照n=k时的办法排下来，加上首位的0，仍满足题意。这样，序列从1100...0开始，到00..011结束。对于所有首位为1的二进制数，我们需要一个引理。

引理 当n≥3时，可以将G的非空子集排成一列，使得
[image: image94.emf]| P i ∩ P i + 1 | = 1

. 

我们用数学归纳法证明引理。当n=3时，序列001, 011, 101, 110, 010, 111, 100满足要求。假设n=k时成立。对n=k+1，我们采用“分奇偶添首位”的办法。先将n=k时的数列复制一遍，对新的数列的奇数项的二进制数前面一位填上0，偶数项填上1，这样由于n=k时的序列个数为奇数2k-1，故前一组中填入的与后一组中填入的首位恰好分别为0、1，这样便覆盖了除100...0之外的所有k+1位二进制数，且由于交替添首位，仍然满足相邻一个1相同。在数列最后填上100...0，与前一个1100...0恰好差1，满足条件，形成2k+1-1个数。证毕。

回到原题。对于所有首位为1的二进制数，只需在引理中交集为1的二进制数之前填上一位1即可使得相邻两个交集为2。现在只需考虑首位为1的末尾与首位为0的开始这两个相邻数。首位为1的末尾，由引理，为100..01；首位为0的开始，由归纳假设，为010...01，满足题目条件. 由此，n=k+1时也可构造出使得开头为100...01的二进制数。证毕。

分析 在本题的官方解答中，使用了大量的集合运算，其本质与上述解答相同。但上述解答易于理解，在解题时也较为形象，易于想到。这就是二进制“化抽象为形象”的功能。
例3 设S是n元集合，A1,A2,...Ak是S的k个互不相同的子集，k≥2. |Ai|=ai≥1 (1≤i≤k). 证明：S的不包含任一个Ai的子集个数不少于
[image: image95.emf]2 n ∏ k i = 1 ( 1 - 1 2 a i )

.

分析 有了上题的经验，我们把子集视为二进制数处理，仍采用数学归纳法证明。当k=2时，结论显然成立。设|A1∪A2|=m, 则m≤a1+a2.于是S的不包含任一个Ai的子集个数为
[image: image96.emf]2 n - 2 n - a 1 - 2 n - a 2 + 2 n - m ≥ 2 n ( 1 - 1 2 a 1 ) ( 1 - 1 2 a 2 ) .


设结论对n=k成立。对于n=k+1，考虑所有包含Ak+1的集合，Ak+1所在位均为1，我们将这些位舍弃，得到n-ak+1位，先不考虑是否影响前面的k个集合，共有
[image: image97.emf]2 n - a k + 1

个集合。然而，若存在某个Ai与Ak+1存在交集，则
[image: image98.emf]2 n - a k + 1

个集合中必有某些包含Ai不在Ak+1中的部分，而Ai在Ak+1中的部分全为1，这样的集合不满足归纳假设，应舍弃。故不包含A1。。。Ak，但包含Ak+1的集合不多于
[image: image99.emf]2 n - a k + 1

个。而n个元素的子集共2n个。所求值不少于n=k的个数乘以
[image: image100.emf]1 - 1 2 a i

。故S的不包含任一个Ai的子集个数不少于
[image: image101.emf]2 n ∏ k + 1 i = 1 ( 1 - 1 2 a i )

，归纳假设成立。

上题采用的“从反面考虑问题”的方法值得学习，先计算出总体，再计算出不满足条件的个数，相减即得结论。注意不等号的方向问题。由此可见，二进制只是一个思考问题的工具，具体表达仍可用集合论语言描述。

例4 设A为正整数集N的一个非空子集，如果所有充分大的正整数都可以写成A中可以相同的两个数之和，则称A为一个二阶基。对x≥1，记A（x）为A中所有不超过x的正整数组成的集合。证明：存在一个二阶基A及正常数C，使得对所有的x≥1，都有
[image: image102.emf]| A ( x ) | ≤ C x

.

证明 将每个正整数用二进制表示，由于结论中涉及根号，故考虑将二进制的位数缩小一半。但简单的分成前后两个部分不能解决问题，故考虑按奇偶性分类。将二进制数的奇数位分为一类，偶数位分为一类，设A集合为所有奇数位全为零的二进制数和所有偶数位全为零的二进制数的集合，则由于所有正整数均可表示成二进制，这个二进制数都能分开成奇数位部分和偶数位部分，分开后另一类位全部填0，正好对应A集合中两类数中各一个，这两数之和即为此正整数。于是A为二阶基。下面计算A中元素的个数。对于所有奇数位全为零的二进制数，只有偶数位可能改变，位数缩小为一半，个数至多为
[image: image103.emf]O ( x )

; 对于偶数位为零的，个数也为
[image: image104.emf]O ( x )

。故存在常数C，使得
[image: image105.emf]| A ( x ) | ≤ C x

。

分析 上述证明的最后，应用了渐进复杂度符号O。它的意义是，准确数目大约是这个数量级，对本题来说就是乘上一个常数。O中表示的内容是函数的大致变化速度，即当自变量线性变化时，函数值的变化速度。O不表示实际大小，例如当x较小时，O(x)可能大于O(x2), 因为其中的常数因子不同；但当x增大时，O(x2)的增长速度快于O(x)；当x足够大时，O(x2)最终大于O(x)。在不精确或只要求大致变化趋势的分析中，渐进复杂度O有重要用处。

在上题中，把正整数用二进制表示，并将奇数位、偶数位分开，是构造的亮点，也是二进制的绝妙应用。一般来说，0/1选择类问题、涉及2的方幂问题可用二进制解决。子集问题当然属于0/1选择问题，每个元素只有选或不选两种可能。

我们注意到，以上例题2，3，4都是国家集训队选拔或培训试题，这说明二进制方法在难题中有普遍应用。下文中还将涉及二进制在组合等问题中的应用。

8.3 反证法——草船借箭的妙用

反证法，就是从反面假设，推出错误结论，说明原命题是正确的。说它“草船借箭”，是指借了“反面结论”之箭，增加了问题的条件。在待证结论很强而条件很少时，这个“反面条件”往往能起到至关重要的作用。

例1 有一张n ×n 的方格纸, 先允许从中任意选择n - 1 个方格染为黑色, 然后再逐步地将那些至少与两个已染黑的方格相邻的方格也染为黑色. 证明:不论怎样选择最初的n - 1 个方格, 都不能按这样的法则染黑所有的方格.

分析 任意选择n - 1 个方格染为黑色,选择哪些格作为n - 1 个方格, 染黑后根据条件的要求又遵循什么规律, 最后的结果又是什么,并不是很明了. 若用反证法, 就有了比较,在变化中与都能染黑的情况比较,从变化中寻找规律, 假设成立的结论就成为一个很好的“参照物”.

证明 假设能够染黑所有的方格, 那么,对于黑色区域来说, 方格纸的边界就是区域的边界. 如果将每个小方格的边长记作1 ,那么,黑色区域的边界总长为4 n. 但在一开始时, 黑色区域仅包括n - 1个小方格,即使它们都互不相邻,其区域的边界长度也仅为4 ( n - 1) . 而在以后逐步扩大黑色区域的面积的过程中, 由于只能染黑那些至少与已染黑的区域有两条公共边的方格,所以,面积的扩大并未带来边界总长度的增加. 从而,边界总长度将始终不会超过4 ( n- 1) ,矛盾. 因此, 我们不能按照法则染黑所有的方格.
评注 本题利用“边界长度”巧妙解决染色问题，在一类在方格纸中对相邻方格不断染色的问题有借鉴意义。

例2 今有有限个砝码,它们的总重量是1 kg ,将它们分别编号为1 ,2 , ⋯. 证明:从这有限个砝码中必可找出一个编号为n 的砝码,它的重量大于
[image: image106.emf]1 2 n

kg.

证明 假设不存在这样一个编号n ,使得相应的砝码重量
[image: image107.emf]f ( n ) > 1 2 n

  假设共有m 个砝码, m > 0. 从而,有
[image: image108.emf]f ( 1 ) ≤ 1 2 , f ( 2 ) ≤ 1 2 2 , f ( 3 ) ≤ 1 2 3 , . . . f ( m ) ≤ 1 2 m

 求和得
[image: image109.emf]1 = f ( 1 ) + f ( 2 ) + . . . + f ( m ) ≤ 1 - 1 2 m

 矛盾. 因此,所证命题成立.

分析 若采用正面证明，由于砝码的重量难以估计，故无从下手。但从反面考虑，发现恰好是等比数列，求和即矛盾。一般来说，针对“不存在”“必可找出”一类存在性问题，均可采用反证法解决。
如果把“反证法”的本质看作是“反向思考”，那么倒放法、倒推法、淘汰法也都来源于“反向思考”。例如一道著名的国际竞赛题：运动会开了n天，发出m块奖牌，第一天发出1个又余下的七分之一，第二天发出2个又余下的七分之一，如此继续，直到第n天把所有奖牌发完。求n，m。

对此题若采用正面方法，直接设出n，m并进行迭代推导，将难以解决，由于迭代次数n、初始状态m都是未知的。然而从给定的“最后一天”倒退回去，就能得到递推关系式，进而求出通项公式。再利用数论知识，即可解决此题。此题已被小学数学竞赛采用，小学生不会求递推数列的通项公式，也只能采用倒推的方法逐步计算。

所谓“淘汰法”，就是古老的“筛法”。我们知道，在较早的时候，求素数的办法就是“筛法”，将2~n排成一列，从小到大扫描，如果当前数未被筛掉，则此数为素数，把当前数的所有倍数筛掉。这种简单的算法有较高的效率，至今在笔算中仍有实用价值。

我们考虑对n个数的排序，每次比较两个数的大小。有一种称为“快速排序”的方法，在最坏情况下能够用
[image: image110.emf]O ( n l o g 2 n )

次比较得出顺序。下面我们证明它的最优性。对n个数的任意排列，共有n!种不同的排列。每次比较，能够筛掉所有不符合的情况，在最坏情况下，留下的应该尽可能多，但不少于一半（否则我们就用另一半作为结论，使情况最坏）。这样每次问题的规模至多缩小为原来的一半。所以，我们至少需要用
[image: image111.emf]l o g 2 ( n ! )

次比较。根据近似公式，
[image: image112.emf]l o g 2 ( n ! ) ≈ n l o g 2 n

. 用上文中的渐进复杂度记号，可表示为
[image: image113.emf]O ( n l o g 2 n )

. 这就是用最朴素的“筛法”来排序，虽然效率很低，但能说明排序比较次数的下限。

在竞赛中应用“筛法”，主要就是上文中“试探法”，在所有可能中逐一讨论，去掉不合要求的取值，留下可能的取值。

8.4 算两次——换个角度看问题

算两次，就是从两个方面考察，“换个角度看问题”。
先举一个简单的立体几何中的例子。已知圆锥的母线长为l，侧面的展开图为圆心角为α的扇形，求圆锥的底面半径r。

一方面，展开图中扇形的弧长为lα ；另一方面，这又是底面的周长2πr. 所以，lα=2πr. 故
[image: image114.emf]r = l α 2 π

. 这样一个简单的例子，蕴含着“算两次”的核心思想：将一个量用两种途径表示出来，则两边相等，起到联系两边的作用。本节原来拟定的标题“搭桥接路巧解题”就是这个意思，算两次的中间量实质上是沟通条件与结论的桥梁。

下面我们通过一个引理，采用“算两次”方法证明一道竞赛题，再对著名的“圆内整点问题”进行初步探究。
引理 设y=f(x)为严格的增函数，它的反函数为x=φ(y), f(0)=0, f(a)=b, a,b都是正数，曲线y=f(x)的从O(0,0)到B(a,b)的这段弧上（包括端点B，不包括O）有L个格点，则有
[image: image115.emf]∑ [ a ] k = 1 [ f ( k ) ] + ∑ [ b ] h = 1 [ φ ( h ) ] - L = [ a ] ⋅ [ b ]

.

证明 设A(a,0),B(0,b)，则考虑矩形OABC内的整点个数s，不包括坐标轴上的，下同。一方面，在曲边三角形OAB内，每条直线x=k上有[f(k)]个格点；曲边三角形OCB内，每条直线y=h上有[φ(h)]个格点。OB上的L个点被重复计算了一次，故
[image: image116.emf]s = ∑ [ a ] k = 1 [ f ( k ) ] + ∑ [ b ] h = 1 [ φ ( h ) ] - L

. 另一方面，显然s=[a][b]. 命题成立。

评注 用上述证明方法，还可求解另一道经典问题：已知三角形的三个顶点坐标（均为整数），求三角形内部的格点数，进而求三角形面积。

例1 设n∈N，求证
[image: image117.emf][ 1 ] + [ 2 ] + [ 3 ] + . . . + [ n 2 ] = 1 6 n ( 4 n 2 - 3 n + 5 ) .


证明 取
[image: image118.emf]f ( x ) = x , a = n 2 , b = n ,

则L=n。由引理得，
[image: image119.emf]∑ n 2 k = 1 [ k ] = n 3 + n - ∑ n k = 1 k 2



 EMBED MSGraph.Chart.8 \s [image: image120.emf]= n 3 + n - 1 6 n ( n + 1 ) ( 2 n + 1 ) = 1 6 n ( 4 n 2 - 3 n + 5 ) .


下面讨论圆内整点问题。设r为正实数，在圆
[image: image121.emf]x 2 + y 2 = r 2

内的格点数记为R（r）, 则
[image: image122.emf]π ( r - 2 ) 2 < R ( r ) < π ( r + 2 ) 2

.

证明 以圆内每个格点为左下方的顶点作边与坐标轴平行的单位正方形，由于正方形对角线为
[image: image123.emf]2

，所以正方形内每一点到（0，0）的距离不大于
[image: image124.emf]r + 2

,即所作的正方形都在圆
[image: image125.emf]x 2 + y 2 = ( r + 2 ) 2

内，不等式右边成立。

对于圆
[image: image126.emf]x 2 + y 2 = ( r - 2 ) 2

内的每一点C，必有一个格点D，以D为左下方顶点的边与坐标轴平行的单位正方形含有C点，所以正方形内每一点到（0，0）的距离不大于
[image: image127.emf]r - 2 + 2 = r

,所以正方形在圆
[image: image128.emf]x 2 + y 2 = r

内。从而以圆
[image: image129.emf]x 2 + y 2 = r

内的格点为左下方的顶点作的在此圆内的单位正方形覆盖
[image: image130.emf]x 2 + y 2 = ( r - 2 ) 2

，故不等式左边成立。

进一步的，由上述不等式，我们可知当r很大时，
[image: image131.emf]R ( r ) ≈ π r

. 更准确的说，
[image: image132.emf]R ( x ) = π x + O ( x )

. 事实上，O内的符号x1/2是可以改进的，但必须大于x1/4. 这个命题的讨论，涉及高等数论知识，超出了本文的范围。

事实上，本题可转化成一个数论问题：令r(n)表示
[image: image133.emf]x 2 + y 2 = n

的整数解(x,y)的个数，则显然
[image: image134.emf]R ( x ) = ∑ x n = 0 r ( n )

. 数论中有著名的公式
[image: image135.emf]r ( n ) = 4 ( A - B )

, 其中A是n的4k+1型正因数个数，B是n的4k+3型正因数个数。而因数的同余问题，同样是当今数学难题。

例2 证明：
[image: image136.emf]∑ j ≥ 0 C j k C j l C k + l n + k + l - j = C k n + k C l n + l


证明 由范德蒙恒等式，左边=
[image: image137.emf]∑ C j k C j l ∑ v ≥ j C k + v n + k C l - v l - k = ∑ C l + v n + k ∑ C j k C j l C l - v l - j



 EMBED MSGraph.Chart.8 \s [image: image138.emf]= ∑ C k + v n + k C v l ∑ C j k C v - j v = ∑ C k + v n + k C l v C v k + v = C k n + k ∑ C n - v n C v l = C k n + k C n n + l

.

分析 本题中应用了求和步骤的改变，即交换和号。

例3 用黑白两种颜色的珠子做项链，如果共用珠子m颗，l|m，每隔l颗颜色（第一颗与第l+1颗）总是相同的，并且l是具有这一性质的最小数，即l为“最小正周期”，问这样的项链有多少种？

引理 定义
[image: image139.emf]μ ( n ) = 1 n = 1 ( - 1 ) k n 为 k 个 不 同 质 数 的 积 0 n 被 一 个 质 数 的 平 方 整 除

，则①
[image: image140.emf]∑ d | n μ ( d ) = 1 n = 1 0 n > 1

②
[image: image141.emf]∑ n d = 1 μ ( d ) [ n d ] = 1

 ③
[image: image142.emf]φ ( n ) = n ∑ d | n μ ( d ) d

 ④若f(n), g(n)为整数函数，且
[image: image143.emf]f ( n ) = ∑ d | n g ( d )

,则
[image: image144.emf]g ( n ) = ∑ d | n μ ( d ) f ( n d )

.

证明略。本题运用了重要的“算两次”思想——反演。这里仅给出原题答案，
[image: image145.emf]A ( l ) = 1 l ∑ d | l μ ( d ) ⋅ 2 l d

，留给读者思考。

从“换个角度看问题”考虑，用几何方法解代数题，也是一种不错的策略，尤其是对于较复杂的三角函数类题目。

例4  证明在任意五个无理数中，总可以选出三个数，这三个数中，每两个的和为无理数．

解 将这五个数用五个点表示，如果两个数的和为有理数，就在相应的两点间连一条线．问题就化为一个图．从图论的观点来看，就是要证明有三个点，两两不相邻，没有线相连，即存在一个由三个点组成的“内因集”．

如果图中有三个点x,y,z，两两有线相连，那么x+y, y+z, z+x都是有理数，从而推出x，y，z都是有理数，与已知矛盾，所以．图中无三角形．同理，图中也无五边形(即顺次连接五个点，这五条边组成的圈)．

如果有一个点x引出的线≥3．设x与y，z，u相连，那么y，z，u彼此均不相连。否则产生以x为一个顶点的三角形。这三个点即为所求．

设每个点至多引出两条线．如果点x至多与一个点v相连．那么由于点y,z,u不构成三角形，所以必有两个点，例如y，z不相连．x，y，z即为所求．

于是，图中每个点恰好引出两条线，由一笔画理论易知这个图是一个五条边组成的圈．这与上面所说矛盾，因而这种情况不会发生．

分析 本题巧妙的将有理数的问题转化为图论问题，利用了两相邻之和为有理数，则全部为有理数的性质，论证其中不存在环，从而得出矛盾。类似六个人中至少两人互相认识或不认识的论证方法。

例5 某竞赛小组有3n+1个人，对每一个人，其余的人中恰好有n个愿与他学数学，n个愿与他学物理，n个愿与他学文化课。证明：竞赛小组内有3个人，他们之间学的内容三样俱全。

证明 将每个人视作点，每一点伸出三种异色边，分别代表三种内容。要证明图中有一个三边颜色均不同的三角形。考虑异色角的个数S。每个顶点处有
[image: image146.emf]3 n 2

个异色角，故
[image: image147.emf]S = 3 n 2 ( 3 n + 1 ) .

 假设每个三角形至多有2个异色角，至多有
[image: image148.emf]2 C 3 3 n + 1 = ( 3 n + 1 ) ( 3 n - 1 ) n

个异色角，小于S，矛盾。故至少有一个三角形有三个异色角，即三边不同色。

分析 本题采用“异色角”的个数作为中间变量，将边的异色问题转化。

山重水复疑无路，柳暗花明又一村。换个角度算两次，组合论证即得分。

8.5 归纳法——三生万物的玄机
老子说，“道生一，一生二，二生三，三生万物。”这就是我国古代朴素的“数学归纳法”思想。今天的自然数Peano公理体系，也是用这种方法建立起来，并由此推导出数学归纳原理，开辟了证明与整数有关问题的独特蹊径。

有人问，数学归纳法为什么好用，我们说，由于数学归纳法将一个大问题拆分成小问题，从而使我们可以各个击破。它的基本步骤是，首先证明在最简单的“平凡”情况下成立，这一般通过观察和实验可得；然后从k推向k+1，可以利用k的结论，同时只增加了一项k+1，易于分析和计算。由此，凡是可以拆分成若干整数阶段的问题，数学归纳法都有用武之地。数学归纳法尤其适用于求和类、递推类问题的证明。

用数学归纳法解题，主要分为两个步骤。首先，通过试验或构造提出归纳假设。然后，进行n到n+1的归纳证明。在不同的题目中，两个过程难度各有不同。

例1 证明，有无穷多个满足下列条件的正整数。①它们的各位数字均不为零；②他们都可以被自己的各位数字之和整除。

分析 经过简单的试验可知，满足上述条件的正整数很多，但没有什么规律可循。故不能直接应用数学归纳法。我们不妨考虑全由1构成的正整数，发现由
[image: image149.emf]3 n

个1构成的正整数能被
[image: image150.emf]3 n

整除。于是我们用数学归纳法证明。

当n=1时，3|111，成立。

当n=k时，假设命题成立。则
[image: image151.emf]3 k | 1 1 . . . 1 3 k 个

. 由于
[image: image152.emf]1 1 . . . 1 3 k + 1 个 = 1 1 . . . 1 3 k 个 × 1 0 0 . . . 0 3 k - 1 个 1 0 0 . . . 0 3 k - 1 个 1

，上式右端数字和为3，能被3整除，故
[image: image153.emf]3 k + 1 | 1 1 . . . 1 3 k + 1 个

.

本题的难点在于，构造数列3k个1，提出归纳假设是困难的。

例2 设凸n多边形可被它的具备下列性质的对角线分成若干个三角形。①从每个顶点引出的对角线都是偶数条；②每两条对角线除顶点外没有其他公共点。证明：n是3的倍数。

引理 如果在凸n边形
[image: image154.emf]A 1 A 2 A 3 . . . A n

中作了若干条对角线，且从
[image: image155.emf]A 1 A 2 A 3 . . . A n - 1

所引出的都是偶数条对角线，则从顶点
[image: image156.emf]A n

引出的对角线一定也是偶数条。

引理显然，由于每条对角线被计算了两次，总数为偶数，减掉偶数，剩余仍为偶数。

回到原题。当n=3时，命题显然正确。现设n=k是某个大于3的自然数．我们假设当3≤n<k时，命题都已正确，要证k也是3的倍数．
将凸k边形中参与将它分为三角形且满足题目条件的对角线的集合记作P。设从该凸k边形的顶点A至少引出了两条属于P的对角线．我们来从中选出两条对角线AB和AC，使得在∠A1AB内部含有偶数条由顶点A引出的属于P的对角线，而在∠BAC内部没有这样的由A引出的对角线，于是对角线BC属于P。
现在研究多边形AA1...B．由它的每个顶点(B点可能例外)都引出了偶数条属于P的对角线．但按已证明的引理，从顶点B也一定引出了偶数条属于P的对角线．类似的推理对于多边形BB1...C和CC1...A也都成立．注意到多边形AA1...B，BB1...C和CC1...A的边数都小于k，所以由归纳假设知它们的边数都是3的倍数，于是这三个多边形的边数合起来也是3的倍数，但这个数字刚好是原凸k边形的边数加上AB，BC，CA这3条线段所得，即为k+3。所以k也是3妁倍敦．由数学归纳法原理知命题证毕．

在上述证明中，我们是将原来的凸k边形一裂为四，得到一个三角形ABC和三个多边形，然后通过引理验证三个多边形都符合题设条件，再对它们分别应用归纳假设．由于对这三个多边形的边数无法预先作出确切的估计，所以此处只宜于采用“设当3≤n<k时命题均已成立”的假设形式，而不宜于采用第一归纳法．

在本题的证明过程中，原命题不易证明，引入一个“引理”作为辅助命题，相当于找到一个“跳板”，化直接为间接。另外，第二数学归纳法的应用值得学习。

例3 设n≥2．今有一个，n×n(即n行n列)的数表，其中每两行数字都不完全相同．证明，一定可以从中删去一列，使得剩下的n×(n-1)数表中，每两行数字仍都不完全相同。

分析 本题所涉及的数表是方的，即行数与列数相等，这种状况使得我们在作归纳过渡时，既要顾及行的方面又要顾及列的方面，因此不得不面对一个头绪纷繁的局面．而使归纳过渡难于奏效．既然如此，我们何不把考察的数表类型放得更广一些，借以来摆脱这种两头兼顾的局面呢?正是基于这种考虑，我们来把目标转向扁宽的n ×m数表，这里把行数不超过列数(注意：在数表中，横为行，竖为列)．并且设法来证明如下的命题：

命题 设n≥2，且设有一个n×m数表，其中m≥n．且每两行数字都不全相同．那么，可以从数表中划去m-n+1个数字，使得在剩下的n ×(m-1)数表中，每两行数字仍都不全相同．我们来将m视为参变量，面对n进行归纳．

当n=2时，对任何自然数m≥2，由于数表中的两行数字不全相同，所以一定有某一列数字中的两个数互不相同. 留下这一列数字，并删去其余的m-1列数字，即知此时命题成立．

假设当n=k时，对任何自然数m≥k，命题都能成立．我们要来证明，当n=k+1时，对任何自然数m≥k+1，命题也能成立．注意此时的数表中，共有k+1行、m列数字，我们要删去m-k列数字. 先考虑由前k行数字所组成的k×m数表．由归纳假设知，此时可以删去m-k+1列数字，使得剩下的k×(k-1)数表中，每两行数字仍然都不全相同．

我们再来自第k+l行数字中，划去相应的属于上述m-k+1列的数字，并将剩下的k-l个数字，按照原来的列属关系补在上述的k×(k-l)数表的下端，得到一个(k+1)×(k-1)数表．如果这个数表的每两行数字仍然都不完全相同，那么只要从划去的m-k+1列数字中随便恢复出一列来，所得的(k+1)×k数表都为所求．如果所补入的第k+1行数字与前而的某一行数字完全相同，那么一定能在所删去的m-k+1列数字中找出一列来，使得在这一列中的这两行数字不同．只要将这一列数恢复出来，那么所得的(k+1)×k数表亦即为所求．

可见当n=k+l时，命题也可对一切自然数m≥k+1成立。这样，我们便证得了，对任何自然数n≥2，命题都可对一切自然数m≥n成立．只要在命题中取m=n，即可得到所要证明的原命题。

分析 本题中，采用了数学归纳法中的重要技巧“加强命题”。有时原命题的限制条件过多，不利于数学归纳，可以考虑加强成一般情况，便于分别归纳。尤其适用于题中两个变量相同取值，而两个变量即使不同取值也成立的情况。另外，如果待归纳的结论是关于较大的数，如年份，不妨找到这类数的通性，如奇偶性、同余、质数、平方数等，利用字母推导将更方便归纳。在不等式证明中，如果是严格的不等号，而其极限又不能达到，可以考虑“加强命题”，改成使等号恰好可能成立的数，或改为表达式的确界，便于观察特征并证明。
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分析 事实上，这种解法即使用普通语言叙述，也能叙述清楚。但这样的表达不如图论语言简洁、严密。包括图论在内的“高级”结构，都是为了说理简便、严密而使用的，并不是多么“高深”，不必望而生畏。
小结 同一道题，两种不同表现形式，两种不同的解法。一种使用数学归纳法，另一种使用图论。由此可见，“条条大路通罗马”，数学竞赛题有时可以“一题多解”。

数学归纳法，只要选好归纳对象，提出归纳假设，做出归纳证明，在整数问题中因其简单、自然的思路，符合人类“从特殊到一般”的思维规律，受到广大命题人、选手的青睐。

我们看到，上面的很多例题并不只用了一种方法，而是多种技巧的综合应用。这体现了难题对综合素质的要求。事实上，能够巧妙运用于解题的远不止以上五种方法。例如行列式，也是解题的重要工具，由于涉及较多高等数学内容，本文不再讨论。

第九章 瞒天过海——抢分的必杀绝技
“瞒天过海”，这招在本文中，可以说得上是唯一“不道德”的一招，但在竞赛实战中，确是很有用的一招，故笔者称之为“必杀绝技”。“骗过阅卷人的眼睛”，就是在某一步说不出理由时采用巧妙的方法进行掩盖，若阅卷人不仔细研读就会把分数送给考生。此招在平面几何、组合证明题中尤其奏效。越复杂的试题，越不容易发现破绽，就越容易实现“抢分”。下面提供十个行之有效的招数。

9.0 瞒天过海不露马脚

在使用下述十招时，应特别注意“伪装”的结论必须是正确的。一旦结论错误，马上露出马脚，所有招数失效，分数也会成为泡影。在使用“瞒天过海”之计前，应先从结论入手倒推，确保中间结果每步正确且可逆。另外，如果一个命题长期找不到证明，则很可能是错误的，直觉上的正确可能是由于思维惯性、图形特殊、代入值特殊，不一定普遍适用。此时应先另寻他法，万不得已再“抢分”。
在“抢分”中，要把握“少骗”的原则，只对个别“卡住”的地方进行隐瞒，有可能成功；即使被发现，也只扣除“抢分”部分的分数，而不影响其他部分的得分。由此可见，由于一步卡住而不继续做的想法是错误的，不如暂时承认中间结论是正确的，继续向下做。尤其不要通篇错误、处处抢分，否则解题过程与标准答案相去万里，阅卷人一定认为是“新方法”而仔细研读，其后果不堪设想。
本节提供的例题较少，方法需要同学们在平时练习中自行体会。（明知是错解，还有什么必要拿出来炫耀？例题再版时会补充的。）事实上，正解的部分证明过程去掉后，就能构造出“瞒天过海”的错解。希望同学们自行研究，找出问题的正解，并进行比较，观察体味“抢分”的技巧。

9.1 角度变换笑里藏刀

此招是在几何中角度变换的连等式中将一个尚未证出的角相等藏入其中，从而导出需要的等角。由于角度变换连等式往往不在中间步骤注明理由，因此是未证出的角最好的藏身之地。使用此招时，要确定欲证的两角是等角，这点可以从几何直观或结论的需要加以确定。

9.2 全等相似暗藏杀机

此招是在平面几何中将未证出的边角关系藏入全等形、相似形的证明过程中。由于相似、全等往往在各个边角关系凑齐之后一句话“因此两三角形全等”，而不注明全等关系的来源，阅卷人一般也不会逐个寻找全等条件。所以若某个条件未证明，直接忽略这个条件，承认三角形全等或相似，是平面几何“抢分”最不易被发现的“安全”策略。

例31 （1998年全国高中联赛）设O，I分别是△ABC的外心和内心，AD是BC边上的高，I在线段OD上。求证：△ABC的外接圆半径等于BC边上的旁切圆半径。

分析：设△ABC旁心为K，连接OK交BC于H，AK交BC于E。因为K是旁心，故∠BCK是∠ABC外角平分线，又BO是∠ABC平分线，故∠ABO=90°，BK⊥OB。同理CK⊥CO。故B、O、C、K四点共圆。又OB=OC，故△OBK≅△OCK。故OK⊥BC，OK是BC边的垂直平分线。故只需证HK=OC。∠ABI=∠IBC=∠B/2, ∠CBK=∠CAK=∠A/2. ∠AKB=∠ACB=∠C, ∠BAK=A/2. （把已知角度关系全部列出，便于考虑问题，也利于采点给分）（下面用“抢分”法证三角形全等）由于∠OHB=∠CHK=90°，BH=HC，∠AED=∠CED（此“抢分”方法由谭捷同学提供，十分巧妙，笔者一时忘记，等待本文再版时补充）

“偷梁换柱”，是“抢分”的常用策略，可以将未证化为已证，迷惑阅卷人，达到提高分数的目的。
9.3 作图诡计增兵添将

此招是故意利用作图时的误差，将几何图形做得不准确，从而获得“意外”的条件。一般作错误图形的方法有：不共点的三线默认共点、不共线的三点默认共线，免去了证明共点共线问题，为题目解决增添条件。这样的作图误差事实上利用了“默认法”，将本来正确的结论不加证明的引用，不易被发现。
例如，在例30中，若默认A、I、E三点共线（事实上可以证明），又能得到“新版”错解。

例32 （经典悖论）在锐角△ABC中，AD是∠BAC的平分线，交BC于D。EF是BC边的垂直平分线，交BC于E，交AD于F，不妨设F在△ABC内。连接BF、CF。过F作AB、AC边的垂线，垂足分别为G、H。因为∠BAD=∠CAD，∠AGF=∠AHF，AF=AF，故△AFG≅△AFH。故AG=AH，FG=FH。因为EF垂直平分BC，有BF=CF。由于∠AGF=∠AHF=90°，有△BFG≅△CFH（HL）。故BG=CH。又AG=AH，得AB=AC。即△ABC是等腰三角形！显然矛盾。

这就是作图错误的“魅力”。问题出在“不妨设F在△ABC内”，因为根据角平分线性质，若AB>AC，必有BD>DC，此时E在BD上，与AD交于△ABC外；AB<AC同理。AB=AC时D、E重合，谈不上什么证明。

这个经典悖论启示我们，在“不妨设”时一定要注意题目的隐含条件，不要设出非必然的或根本错误的命题。但问题无法解决时，这也是“抢分”的好方法。
9.4 不等变形卧虎藏龙

在不等式中，往往有“证不出来”的情况。这时应用特殊值法，代入几组各具特点的特殊值，就能判断放缩的方向、式子的结构、等号成立的条件。设计特殊值，犹如为程序调试设计测试数据，需要涵盖各个方面的情况，注意边值、中值等特殊情况。这也是反证法“构造反例”的基本方法。
判断不等式变形的方向后，可“瞒天过海”，从冗长的推导步骤中出现一步“默认”或“不知原因的变形”。实际上此法容易被发现，不如“曲解定理”或“巧用方程”严密。但设计特殊值代入，探究变形方向的方法，即使在正规的解题过程中也是经常使用的。

在“作图诡计”一招中的“不妨设”法，在不等式中有重要应用。对于对称不等式，“不妨设”变量间的大小关系，无论是利用排序不等式、切比雪夫不等式，还是直接作差、作比，都会十分方便。如果是轮换对称式，“不妨设”就成了“抢分”行为，由于这样没有理论依据。一个反例是：（国家集训队试题） 已知a,b,c,d∈R+, 且a+b+c+d=1. 求证
[image: image212.emf]a a + b + b b + c + c c + d + d d + a < 3 2 .

此题显然不符合“中值”“边值”原理，故此法不能滥用。
同样，在几个变量的和任意时，对齐次不等式，我们可以设出变量和为1，利用和为1的特点进行代换，便于变形。但如果是非齐次不等式，可以通过代换或恒等变形变为“齐次型”，若没有办法变形时也可以动用“不妨设”，但前提是必须保证结论的正确性。
9.5 直觉推断兵不血刃

在某些问题中，直觉在解题时占举足轻重的地位。而这种不严密的做法，不能在卷面上体现，故可用“由题意知”“易得”等词语加以跳过，若确实是简单易见又表述不清的问题，阅卷人也会理解。许多问题的标准答案中，也采用了这一策略回避“说不清”的问题。但要注意重要的必须证明的中间结论，不能用“直觉”写出，不如默认，今后直接引用，否则无异于让错误自行暴露出来。

9.6 巧用方程一语攻心

如果在问题的最后，较为复杂的问题不易被解决，可以采用“解方程”的办法。由题意及前面的论证可以列出一些方程组。转化为方程组问题后，本身问题就简单了许多；然后采用消元化简的手段，并将化简过程和结果写在卷面上，造成“方程是解出来的”假象。然后对化简后的方程组，应用特殊值法、试探法“猜”出方程的解。最后添上“解得……”写明结论，是巧用方程的关键。此法之所以“一语攻心”，是因为只需简单的试探或凭借直觉，“解得”一语解决问题，掩盖了不会解的麻烦。

9.7 文字描述避开逻辑

如果在数论、组合问题中，遇到一些直觉上显然但“说不清楚”的中间结论，可避免使用数学符号，改用文字语言进行说明。由于自然语言本身就具有直觉性，逻辑性不强，所以文字描述可以绕开严密的逻辑推理，从而达到“一想就大概那么回事”“差不多混过去”的目的。这个方法也是易于补充说明的，若想到了严密的论证，可以用数学符号补充论证，这样比单纯的符号论证更加清晰易懂。

9.8 曲解定理狐假虎威

有时待证的中间结论与某个定理的形式十分相似，这时可巧妙伪装，曲解定理，利用“定理”的权威“瞒天过海”。
几何中的梅涅劳斯定理、塞瓦定理及其角元形式，可注明“在△ABC中，对截线EF，由××定理得”，这样显得有依据，一般不会引起怀疑；此时悄悄将比例线段、角的正弦偷换，即可达到目的。尽量把比例线段、角的正弦转化到一个三角形中，排列成大致“绕一圈”的形式，更不易被发现。

不等式中的著名不等式，由于形式简单，曲解容易被发现，故采用“加强”的方法。对于对称不等式，有类似著名不等式的结构时，可以将著名不等式“推广”，以放缩到需要的表达式。注意放缩后的表达式与原式的不等关系必须是正确的，放缩后的表达式也必须有利于后面解题，避免“放过头”。

“曲解定理法”还有一个好处，就是易于补救。若在后面的解题过程中发现了上述“曲解定理”的证明方法，可以在原处改为“由引理得”，解答的最后附上“引理及其证明”，这样既不影响卷面整洁，又严密、无懈可击了。
9.9 先猜结论令敌失色

对于一些直觉上或试验后结论显然，证明却困难的非证明题，可采用“先说明结论”的方法，让阅卷人感到考生已将此题解出；再逐步阐述自己的理由，这样似乎“不战而屈人之兵”，更容易隐藏证明中的不完整之处，因为也许是考生认为是显然而略过的，大大提高了得分的概率。使用此招，风险较大，必须首先确定结论的正确性，因为一旦结论错误，先说明错误的结论无异于“自投罗网”。
9.10 铺天盖地绝地反击

如果所有方法都不会，上述九条“妙计”也派不上用场，这里有绝地反击的一招——铺天盖地的写，把题目条件所能引申出的结论全部罗列出来，也许其中有用的部分出现在标准答案的解题过程中，可以得到部分分。铺天盖地，又称“火力覆盖法”，在思考过程中也是有广泛应用的，便于挖掘隐含条件，避免顾此失彼，对条件“视而不见”。只要足够耐心，理论上说此法可解出任何竞赛难题，只是时间有限，对一些巧妙的变形，我们还没有来得及“试到”。纵然如此，在常规方法全部失效时，作为“绝地反击”，读者不妨一试。

在一些足够困难的题目中，往往需要综合运用上述技巧。
例33 （第48届IMO）设n是一个正整数，考虑S={(x,y,z) | x,y,z∈{0,1,...n}, x+y+z>0} 这样一个三维空间中具有(n+1)3-1个点的集合。问：最少要多少个平面，它们的并集才能包含S，但不含(0,0,0).

分析：这是一类实代数几何问题，值得关注。但刚拿到这道题时，很难想到它与代数问题相关，而更多的从组合几何的角度来考虑。我们首先希望构造一组可行解，再加以证明。在大脑中先想象出这个图形，即n×n×n的空间点阵被挖掉了一个角。有以下几种方案：与各坐标轴均成45°的一组平面截点(x+y+z=k)；与各坐标轴确定平面平行的三组平面(x=i, y=i, z=i)截点……有趣的是，以上两种看来“和谐对称”的方法都是3n个平面。由此猜想，结论为3n，迈出了解题的重要一步。下面的证明由于用到多项式的有关知识，本文从略。

在这个问题的猜想过程中，也许看不到这些“招数”的身影。实际上，真正的武林高手在比武时，已将各种招数灵活运用，随机应变，达到一种境界，此时无招胜有招。希望同学们不要拘泥于这些“抢分”策略，能够将“抢分”与传统方法相结合，多加练习，灵活运用于思考与解题中。

在所有的“必杀绝技”中，请同学们注意：如果阅卷老师十分认真，以上十招全部失效。但从实际竞赛阅卷过程来看，由于阅卷速度很快，加之阅卷人对竞赛内容不完全了解，如能巧妙运用“瞒天过海”之法，在解答题，尤其是二试难题中还是能发挥不小的功效，堪称“抢分经典”。“瞒天过海”，就是“化错误为正确，化腐朽为神奇，化零分为妙解，化难题为容易”。
第十章 实战演习——抢分的实际应用
    空谈理论是没有作用的，下面通过几组竞赛真题，见证“抢分”的神奇力量。

10.1  2007全国高中联赛
    注：加粗部分为“采分点”，照应第八节相关内容。
例28 （平面几何）如图，在锐角△ABC中，AB<AC，AD是边BC上的高，P是线段AD内一点。过P作PE⊥AC，垂足为E，作PF⊥AB，垂足为F。O1、O2分别是△BDF、△CDE的外心。求证：O1、O2、E、F四点共圆的充要条件为P是△ABC的垂心。
证明：连结BP、CP、O1O2、EO2、EF、FO1。因为PD⊥BC，PF⊥AB，故B、D、P、F四点共圆，且BP为该圆的直径。又因为O1是△BDF的外心，故O1在BP上且是BP的中点。同理可证C、D、P、E四点共圆，且O2是的CP中点。综合以上知O1O2∥BC，所以∠PO2O1=∠PCB。因为AF·AB=AP·AD=AE·AC，所以B、C、E、F四点共圆。

充分性：设P是△ABC的垂心，由于PE⊥AC，PF⊥AB，所以B、O1、P、E四点共线，C、O2、P、F四点共线，∠FO2O1=∠FCB=∠FEB=∠FEO1，故O1、O2、E、F四点共圆。

必要性：设O1、O2、E、F四点共圆，故∠O1O2E+∠EFO1=180°。

由于∠PO2O1=∠PCB=∠ACB−∠ACP，又因为O2是直角△CEP的斜边中点，也就是△CEP的外心，所以∠PO2E=2∠ACP。因为O1是直角△BFP的斜边中点，也就是△BFP的外心，从而∠PFO1=90°−∠BFO1=90°−∠ABP。因为B、C、E、F四点共圆，所以∠AFE=∠ACB，∠PFE=90°−∠ACB。于是，由∠O1O2E+∠EFO1=180°得

(∠ACB−∠ACP)+2∠ACP+(90°−∠ABP)+(90°−∠ACB)=180°，即∠ABP=∠ACP。又因为AB<AC，AD⊥BC，故BD<CD。设B'是点B关于直线AD的对称点，则B'在线段DC上且B'D=BD。连结AB'、PB'。由对称性，有∠AB'P=∠ABP，从而∠AB'P=∠ACP，所以A、P、B'、C四点共圆。由此可知∠PB'B=∠CAP=90°−∠ACB。因为∠PBC=∠PB'B，

故∠PBC+∠ACB=(90°−∠ACB)+∠ACB=90°，故直线BP和AC垂直。由题设P在边BC的高上，所以P是△ABC的垂心。

[image: image2322.png]


分析：作为一个与“圆”密切相关的题目，“四点共圆”当然是考查的重点。从题目图形中可以看出，此题不宜用边的关系解决，也就排除了“三角解法”。利用圆内丰富的角度关系和三角形巧合点（各心）的性质，构造四点共圆，是解决本题的关键。

例29 （组合问题）如图，在7×8的长方形棋盘的每个小方格的中心点各放一个棋子。如果两个棋子所在的小方格共边或共顶点，那么称这两个棋子相连。现从这56个棋子中取出一些，使得棋盘上剩下的棋子，没有五个在一条直线（横、竖、斜方向）上依次相连。问最少取出多少个棋子才可能满足要求？并说明理由。

解：最少要取出11个棋子，才可能满足要求。其原因如下：

如果一个方格在第i行第j列，则记这个方格为(i，j)。

第一步证明若任取10个棋子，则余下的棋子必有一个五子连珠，即五个棋子在一条直线（横、竖、斜方向）上依次相连。用反证法。假设可取出10个棋子，使余下的棋子没有一个五子连珠。如图1，在每一行的前五格中必须各取出一个棋子，后三列的前五格中也必须各取出一个棋子。这样，10个被取出的棋子不会分布在右下角的阴影部分。同理，由对称性，也不会分布在其他角上的阴影部分。第1、2行必在每行取出一个，且只能分布在(1，4)、(1，5)、(2，4)、(2，5)这些方格。同理(6，4)、(6，5)、(7，4)、(7，5)这些方格上至少要取出2个棋子。在第1、2、3列，每列至少要取出一个棋子，分布在(3，1)、(3，2)、(3，3)、(4，1)、(4，2)、(4，3)、(5，1)、(5，2)、(5，3)所在区域，同理(3，6)、(3，7)、(3，8)、(4，6)、(4，7)、(4，8)、(5，6)、(5，7)、(5，8)所在区域内至少取出3个棋子。这样，在这些区域内至少已取出了10个棋子。因此，在中心阴影区域内不能取出棋子。由于①、②、③、④这4个棋子至多被取出2个，从而，从斜的方向看必有五子连珠了。矛盾。
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第二步构造一种取法，共取走11个棋子，余下的棋子没有五子连珠。如图2，只要取出有标号位置的棋子，则余下的棋子不可能五子连珠。

综上所述，最少要取走11个棋子，才可能使得余下的棋子没有五子连珠。

分析：这是“试探法”的经典应用，构造正例、反例是解决本题的关键，需要构造技巧和对称性的应用。
此题经过推广，可以得出加强结论：当n>5, m>5时，至少取出
[image: image215.emf][ m n 5 ]

枚棋子。（2008年第2期《中等数学》）读者可以思考k子棋问题：将题目中的五子连珠换成k子连珠，对n×m的棋盘至少放多少棋子？本题较为困难，这里可以给出两个初步结论：（1）对所有的k，棋子数不少于
[image: image216.emf][ m n k ]

，因为每行中每k个子中至少有一个；不多于
[image: image217.emf][ 2 k - 1 k 2 m n ]

，按照由宽度为1的横竖长条围成若干边长为k-1的方格矩阵，是可行方案。（2）当k= p2 +1（p为整数）时，棋子数恰为
[image: image218.emf][ m n k ]

，构造方法与五子的类似，由1×2跳改为1×p跳。

例30 （代数问题）设集合P={1，2，3，4，5}，对任意k∈P和正整数m，记

f(m，k)=
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，其中[a]表示不大于a的最大整数。求证：对任意正整数n，存在k∈P和正整数m，使得f(m，k)=n。

证明：定义集合A={
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+


k


m




1



k m

|m∈N*，k∈P}，其中N*为正整数集。由于对任意k、i∈P且k≠i，
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是无理数，则对任意的k1、k2∈P和正整数m1、m2，
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当且仅当m1=m2，k1=k2。由于A是一个无穷集，现将A中的元素按从小到大的顺序排成一个无穷数列。对于任意的正整数n，设此数列中第n项为
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。下面确定n与m、k的关系。若
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，则
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。由m1是正整数可知，对i=1，2，3，4，5，满足这个条件的m1的个数为
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。从而n=
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=f(m，k)。因此对任意n∈N*，存在m∈N*，k∈P，使得f(m，k)=n。
分析：此题较为抽象，关键就是第一步构造集合A。排序构造数列，寻找项数与项的关系，然后应用数集、整数的性质求解。

10.2  2008全国联赛A卷

至于2008年的全国联赛，虽然较为简单，但越是简单的试题，评分标准越严格，就越要求我们表达严密、不能丢分。我们不妨也进行观察。

首先我们来看联赛加试A卷，也就是多数省市竞赛时所使用的试卷。本次竞赛试题较有个性，平面几何问题“平面”味不浓，“解析”反而“粉墨登场”。这也是平面几何问题的重大变革。而通常没有出现的数论问题登上了联赛的舞台，虽然难度不大，但给我们以提示，联赛不一定不考数论、组合，还是应当加强这方面的训练。数列问题与极限、导数相联合，体现出代数问题的综合性，并且这个构造值得玩味。

一、（平面几何）（本题满分50分）

如题一图，给定凸四边形
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，
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（Ⅰ）求证：当
[image: image232.wmf]()

fP

达到最小值时，
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（Ⅱ）设
[image: image234.wmf]E

是
[image: image235.wmf]ABC

D

外接圆
[image: image236.wmf]O

的
[image: image237.wmf]»

AB

上一点，满足：
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[解法一]  （Ⅰ）如答一图1，由托勒密不等式，对平面上的任意点
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因为上面不等式当且仅当
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又因
[image: image255.wmf]PBPDBD

+³

，此不等式当且仅当
[image: image256.wmf],,

BPD

共线且
[image: image257.wmf]P

在
[image: image258.wmf]BD

上时取等号．因此当且仅当
[image: image259.wmf]P

为
[image: image260.wmf]ABC

D

的外接圆与
[image: image261.wmf]BD

的交点时，
[image: image262.wmf]()

fP

取最小值
[image: image263.wmf]min

()

fPACBD

=×

．

故当
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（Ⅱ）记
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解得
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从而
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[解法二]   （Ⅰ）如答一图2，连接
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（Ⅱ）由（Ⅰ），
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记
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解得
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故
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所以
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[解法三]   （Ⅰ）引进复平面，仍用
[image: image368.wmf],,
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等代表
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（1）式取等号的条件是

          复数 
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（2）式取等号的条件显然为
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故当
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（Ⅱ）由（Ⅰ）知
[image: image401.wmf]min
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以下同解法一．

分析：以上三种解法中，对于第一问，解法（1）较为常见，因为托勒密定理是大家所熟知的，而这个问题又十分明显的与四边形及其边角关系相关。但第二、三种证法更加本质，甚至能够证明托勒密定理本身。从“抢分”的角度考虑，我们建议使用第一种证法，尽量运用现有的定理、结论，简化证明过程，缩短“构造”所用的时间。
对于第二问，两种解法都应用了三角函数。三角函数是介于纯平面几何方法与纯解析几何方法中间的“桥梁”，它既保持了平面几何法注重几何直观和定理的应用的优点，又继承了解析几何法运用代数方法直接求解，无需复杂的构造的优点；三角函数法克服了平面几何法添加辅助线多、构造复杂，图形眼花缭乱，关系不易找到的缺点，又避免了解析几何法运算复杂的缺点。这样，三角函数方法在解决平面几何题目中，有着得天独厚的优势。

抢分攻略：通过多个定理的试探，发现托勒密定理恰好适合第一问。对于第二问，若初看没有思路，可以先画一个标准的图形，由于原题中的图形太不标准，迷惑人心。马上可以发现，其中存在一个直角，可以运用三角函数或勾股定理，问题迎刃而解。
二、（数论问题）（本题满分50分）

设
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（Ⅰ）若
[image: image406.wmf]T

为有理数，则存在素数
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，使
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是
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（Ⅱ）若
[image: image410.wmf]T
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[证]　（Ⅰ）若
[image: image416.wmf]T

是有理数，则存在正整数
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又因
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（Ⅱ）若
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是无理数，令
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由数学归纳法易知
[image: image438.wmf]n
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均为无理数且
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是递减数列．                            …40分

最后证：每个
[image: image444.wmf]n
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是
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的周期．事实上，因1和
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的周期，故
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[image: image453.wmf]()
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的周期．由数学归纳法，已证得
[image: image454.wmf]n
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均是
[image: image455.wmf]()

fx

的周期．                                         …50分

分析：本题是一个数论问题，巧妙的运用了有关“周期”的知识，将函数问题与数论问题综合在一起。核心的一条定理是，如果A、B均为函数f(x)的周期，则A、B的线性组合（即xA+yB,x,y∈Z)也是f(x)的周期。在证明过程中，对于第一问，裴蜀定理的应用是关键；对于第二问，乘积取整的反复迭代是关键。这里特别提到运算
[image: image456.emf]a n = [ n α ]

,其中α是正无理数。这种运算是一种著名的变形技巧，在多种数列问题、数论问题的构造中有重要应用。

例如，设α,β是正无理数，且满足
[image: image457.emf]1 α + 1 β = 1 .

设
[image: image458.emf]a n = [ n α ] , b n = [ n β ]

,则这两个数列恰好不重不漏的覆盖整个正整数集。

同样的，若α为无理数，设
[image: image459.emf]a n = [ n ( 1 + α ) ] , b n = [ n ( 1 + α - 1 ) ]

，这两个数列也能恰好覆盖全体正整数。

又如，设m,n 为正整数，对任意实数α,β 有
[image: image460.emf][ ( m + n ) α ] + [ ( m + n ) β ] ≥ [ m α ] + [ n β ] + [ m α + n β ]

成立的充要条件是m=n. 这与第14届IMO的一道试题（变形后）
[image: image461.emf][ 2 α ] + [ 2 β ] ≥ [ α ] + [ β ] + [ α + β ]

相关。
在本题的解答中，要注意不能假设最小正周期。因为对于函数
[image: image462.emf]f ( x ) = 1 x ∈ Q 0 x ∉ Q

，可以证明所有有理数都是其周期，而所有无理数都不是其周期。这样，由于最小的有理数不存在，最小正周期也就不存在。

抢分攻略：首先考虑，能否构造这样的函数满足题意。当发现困难时，不妨考虑，一个有理数与一个无理数同时为周期，则他们的和、差都是周期，而其中一个已知周期是1，使我们想起高斯函数，因为整数部分可以略去，而高斯函数又恰恰适用于实数的处理，有很多巧妙的性质。那么构造数列{nα}，再加以适当变形即可。不一定采用上述题解中的构造，只要将数列产生即可。一种常见的方法是取一个整数n，使其与α乘积的小数部分比α小。由于α是无理数，这样的n一定存在。则取这样的小数部分，就是n个周期α，减去[nα]个周期1的结果，仍是函数的周期，这样构造出一个无穷递减数列。但是，无论如何抢分，周期的“线性组合”定理是一定要想到的，笔者就是因为没有想到这一方面而未作出此题。
三、（代数问题）（本题满分50分）

设
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[证]  必要性：假设存在
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其中
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由（ⅱ）可设
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充分性：假设
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因此方程
[image: image490.wmf]()0

fs

=

在[0,1]内有唯一的根
[image: image491.wmf]0

ss

=

，且
[image: image492.wmf]0

01

s

<<

，即
[image: image493.wmf]0

()0

fs

=

．   …30分

下取数列
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因
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最后验证
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综上，存在数列
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满足（ⅰ），（ⅱ），（ⅲ）．                               …50分
分析：在本题中，第一问关键在于和式变换，采用“逐差法”，这是一种类似阿贝尔变换的手段；第二问解题的关键在于构造数列
[image: image508.emf]x n = ∑ n k = 1 s 0 k

，并使用极限的知识求解。

抢分攻略：观察条件中最重要的(iii)式，发现有公因式可以提出，故首先对其进行变形。发现可以运用错位相减法消项，于是对其进行求和，只剩下
[image: image509.emf]x n

的表达式。由于涉及极限问题，对其取极限，得到一个放缩关系，从而证明必要性。对于充分性，由于需要逼近所需极限，故考虑使用无穷递缩等比数列，是最为简单的方法。由于涉及到求和，为了方便消项，我们采用求和的办法，将每个元素设为前若干项的和，这也是解决数列问题的重要方法。求极限发现，这个表达式相当“和谐”。然后进行数学推导，问题不再困难。
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一、（平面几何）（本题满分50分）

如题一图，
[image: image510.wmf]ABCD

是圆内接四边形．
[image: image511.wmf]AC

与
[image: image512.wmf]BD

的交点为
[image: image513.wmf]P

，
[image: image514.wmf]E

是弧
[image: image515.wmf]»

AB

上一点，连接
[image: image516.wmf]EP

并延长交
[image: image517.wmf]DC

于点
[image: image518.wmf]F

，点
[image: image519.wmf],

GH

分别在
[image: image520.wmf]CE

，
[image: image521.wmf]DE

的延长线上，满足
[image: image522.wmf]EAGFAD

Ð=Ð

，
[image: image523.wmf]EBHFBC

Ð=Ð

，求证：
[image: image524.wmf],,,

CDGH

四点共圆． 

[证]  由已知条件知


[image: image525.wmf]FAGFAEEAGFAEFADDAE

Ð=Ð+Ð=Ð+Ð=Ð

．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 

又　　　　　
[image: image526.wmf]180

DAEDCE

Ð+Ð=°

，
所以　　　　
[image: image527.wmf]180

FAGDCE

Ð+Ð=°

，
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从而
[image: image528.wmf],,,

AFCG

四点共圆，此圆记为
[image: image529.wmf]1

G

．

同理可证：
[image: image530.wmf],,,

BFDH

四点共圆，此圆记为
[image: image531.wmf]2

G

． 

点
[image: image532.wmf]E

在圆
[image: image533.wmf]1

G

，
[image: image534.wmf]2

G

内．延长
[image: image535.wmf]FE

与圆
[image: image536.wmf]1

G

相交于点
[image: image537.wmf]I

，则

　　　　
[image: image538.wmf]IPPFAPPCDPPB

×=×=×

，

故
[image: image539.wmf],,,

BFDI

四点共圆．                          

所以
[image: image540.wmf]I

在
[image: image541.wmf]BFD

D

的外接圆上，故
[image: image542.wmf]I

在
[image: image543.wmf]2

G

上．     

再用相交弦定理：

　　　
[image: image544.wmf]ECEGEFEIEDEH

×=×=×

，

故
[image: image545.wmf],,,

CDGH

四点共圆．                         
分析：本题是一道标准的平面几何问题。与2007年联赛第一题类似，也是抓住“四点共圆”这个问题做文章。
抢分攻略：采用“试探法”，由于图形并不复杂，可以将圆内可能的角度关系全部列出，推导可发现两组角互补，四点共圆成立。然后列出可能的边的关系，发现圆幂定理可用，故推导相关关系，发现有一组四点共圆，然后问题简便。这也是“铺天盖地绝地反击”一招的应用。

二、（数论问题）（本题满分50分）

求满足下列关系式组


[image: image546.wmf]222

2,

50,

xyz

zyz

ì

+=

í

<£+

î


的正整数解组
[image: image547.wmf](,,)

xyz

的个数．

[解]  令
[image: image548.wmf]ryz

=-

，由条件知
[image: image549.wmf]050

r

<£

，方程化为


[image: image550.wmf]222

()2

xzrz

++=

，即
[image: image551.wmf]222

2

xzrrz

++=

．         （1）

因
[image: image552.wmf]0

yzr

-=>

，故
[image: image553.wmf]22222

zxyzx

=+->

，从而
[image: image554.wmf]zx

>

．

设
[image: image555.wmf]0

pzx

=->

．因此（1）化为


[image: image556.wmf]22

220

zppzrr

-+++=

．                         （2）

下分
[image: image557.wmf]r

为奇偶讨论，

（ⅰ）当
[image: image558.wmf]r

为奇数时，由（2）知
[image: image559.wmf]p

为奇数．

令
[image: image560.wmf]1

21

rr

=+

，
[image: image561.wmf]1

21

pp

=+

，代入（2）得


[image: image562.wmf]22

111111

2()10

ppzpzrrr

+-++++=

．        （3）

（3）式明显无整数解．故当
[image: image563.wmf]r

为奇数时，原方程无正整数解．

（ⅱ）当
[image: image564.wmf]r

为偶数时，设
[image: image565.wmf]1

2

rr

=

，由方程（2）知
[image: image566.wmf]p

也为偶数．从而可设
[image: image567.wmf]1

2

pp

=

，代入（2）化简得

        
[image: image568.wmf]22

1111

0

pzpzrr

-++=

．                      （4）

由（4）式有
[image: image569.wmf]22

1111

()0

zprpr

-=+>

，故
[image: image570.wmf]11

pr

>

，从而可设
[image: image571.wmf]11

pra

=+

，则（4）可化为
[image: image572.wmf]22

11

()0

razar

+-+=

，

        
[image: image573.wmf]22

11

220

rarzaa

+-+=

．　　　　　　　　　　　 　（5）

因
[image: image574.wmf]2

1

1

2

2

r

zra

a

=++

为整数，故
[image: image575.wmf]2

1

2

ar

．                                  

又
[image: image576.wmf]11

22()

zzxpra

>-==+

，因此

   
[image: image577.wmf]22

111

()2()

rarzaraa

++=>+

，得
[image: image578.wmf]22

1

2

ar

<

，

   
[image: image579.wmf]1

2

ar

<

． 

因此，对给定的
[image: image580.wmf]1

1,2,,25

r

=×××

，解的个数恰是满足条件
[image: image581.wmf]1

2

ar

<

的
[image: image582.wmf]2

1

2

r

的正因数
[image: image583.wmf]a

的个数
[image: image584.wmf]1

()

Nr

．因
[image: image585.wmf]2

1

2

r

不是完全平方数，从而
[image: image586.wmf]1

()

Nr

为
[image: image587.wmf]2

1

2

r

的正因数的个数
[image: image588.wmf]2

1

(2)

r

s

的一半．即
[image: image589.wmf]2

11

()(2)/2

Nrr

s

=

．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　 

由题设条件，
[image: image590.wmf]1

125

r

££

．而

25以内有质数9个：2，3，5，7，11，13，17，19，23．将25以内的数分为以下八组：：


[image: image591.wmf]01234

1

{2,2,2,2,2}

A

=

，


[image: image592.wmf]2

{23,25,27,211}

A

=´´´´

，


[image: image593.wmf]22

3

{23,25}

A

=´´

，


[image: image594.wmf]3

4

{23}

A

=´

，


[image: image595.wmf]2

5

{23}

A

=´

，


[image: image596.wmf]1

{3,5,7,11,13,17,19,23}

B

=

，


[image: image597.wmf]22

2

{3,5}

B

=

，


[image: image598.wmf]3

{35,37}

B

=´´

，

从而易知


[image: image599.wmf]01234

1

()(2)(2)(2)(2)(2)1234515

NANNNNN

=++++=++++=

，


[image: image600.wmf]2

()(23)46424

NAN

=´´=´=

，


[image: image601.wmf]3

()9218

NA

=´=

，


[image: image602.wmf]4

()12

NA

=

，


[image: image603.wmf]5

()10

NA

=

，


[image: image604.wmf]1

()3824

NB

=´=

，


[image: image605.wmf]2

()5210

NB

=´=

，


[image: image606.wmf]3

()9218

NB

=´=

，

将以上数相加，共131个．因此解的个数共131． 
分析：本题是一道较为地道的数论问题。

抢分攻略：首先进行试验，发现与平方数和质数有关；然后考虑理论证明。首先采用代入消元法，将方程组变为一个二次方程；然后利用奇偶性，找出共性；然后利用因数的性质，分类解决。构造集合时用到一个重要方法，就是按照所含的质因数分组，先独立出质数的方幂，然后将最高次幂相同的归为同一集合。不含此质因数的，按照更大的质因数分类。最后，所有质数为一类。这样，由于首先按2分类，与2的方幂有关，方便运用奇偶性、二进制，构造出集合的个数也往往便于利用抽屉原理。
B卷加试第三题同A卷加试第三题。

10.4  2009联赛原创模拟试题
第 一 试
一.填空题(每小题7分,共56分)
1.已知[image: image607.wmf],,,

abcd

为正实数,则函数[image: image608.wmf]2222

()()()

fxxabxcd

=+++++

的最小值为__________.
2.在[image: image609.wmf]nn

´

的棋盘上放有[image: image610.wmf]2

n

个象,每个方格里有一个象.将这些象分成[image: image611.wmf]m

类,使同一类中的象都不在一条斜线上.则[image: image612.wmf]m

的最小值为________.
3.面积为1的凸四边形的四边与两条对角线的长度之和的最小值为_________.
4.正四棱锥内接于半径为[image: image613.wmf]R

的球,外切于半径为[image: image614.wmf]r

的球.则[image: image615.wmf]R

r

的最小值为_______.
5.甲乙二人轮流投掷一枚均匀硬币,甲先投,先累计投出3次正面者获胜.则甲的获胜概率为_________.
6.多项式[image: image616.wmf]23

()1234

Pxxxx

=+++

[image: image617.wmf]45678910

565432

xxxxxxx

+++++++

在实数范围内分解因式得到的项数为____.
7.某校自主招生共有[image: image618.wmf]n

个学科,学生A,B,C三人参加,在每个学科中,第一,二,三名分别得[image: image619.wmf]123

,,

ppp

分,其中[image: image620.wmf]123

ppp

>>

且为正整数.最后A得22分,B和C均得9分.已知B在数学中取得第一,则得到第二最多的人是________.
8.正整数[image: image621.wmf]n

满足[image: image622.wmf]20093009

n

<<

,且[image: image623.wmf]n

的所有奇约数之和为1024,则[image: image624.wmf]n

=

_____.
二.解答题(共44分)
9.(14分)设双曲线[image: image625.wmf]222

xya

-=

的中心为[image: image626.wmf]O

.任一半径为[image: image627.wmf]r

的圆交双曲线于[image: image628.wmf],,,

PQRS

四点.求证:[image: image629.wmf]22222

4

OPOQOROSr

+++=

.
10.(15分)三角形[image: image630.wmf]ABC

的三边长分别为[image: image631.wmf],,

abc

,三边上的高线长分别为[image: image632.wmf],,

abc

hhh

,内接圆半径为[image: image633.wmf]r

,实数[image: image634.wmf]02

l

<£

,整数[image: image635.wmf]0

n

³

.求证:
[image: image636.wmf]23

().

3(3)

nnn

abc

nn
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hrhrhr

s

r

lll

l

++

---

³×

-


11.(15分)令[image: image637.wmf]f

是一个定义在实数集上的严格递增函数.对任意实数[image: image638.wmf]x

和正数[image: image639.wmf]t

,定义[image: image640.wmf]()()

(,)

()()

fxtfx

gxt

fxfxt

+-

=

--

.
对于所有[image: image641.wmf]0||

tx

<£

或[image: image642.wmf]0,0

xt

=>

,不等式[image: image643.wmf]1

(,)2

2

gxt

<<

都成立.求证:对于所有的实数[image: image644.wmf]x

和正数[image: image645.wmf]t

,[image: image646.wmf]1

(,)14.

14

gxt

<<


第 二 试
1.(50分)设四边形
[image: image647.wmf]ABCD

内接于圆
[image: image648.wmf]O

,边
[image: image649.wmf],

BACD

相交于点
[image: image650.wmf]P

,边
[image: image651.wmf],

ADBC

相交于点
[image: image652.wmf]Q

,对角线
[image: image653.wmf],

ACBD

相交于点
[image: image654.wmf]M

.求证:
[image: image655.wmf]O

是
[image: image656.wmf]MPQ

V

的垂心.
2.(50分)给定正整数
[image: image657.wmf]123

aaa

³³

,令
[image: image658.wmf]123

(,,)

Naaa

为方程
[image: image659.wmf]3

12

123

1

a

aa

xxx

++=

的正整数解
[image: image660.wmf]123

(,,)

xxx

的个数.证明
[image: image661.wmf]123121

(,,)6(3ln(2))

Naaaaaa

£+

.
3.(50分)求最小的非负整数[image: image662.wmf]n

,使得存在非常数函数[image: image663.wmf]:[0,)

fZ

®+¥

,满足
(1)[image: image664.wmf]()()()

fxyfxfy

=


(2)对任意整数[image: image665.wmf],

xy

,[image: image666.wmf]22

2()()(){0,1,...,}

fxyfxfyn

+--Î


对这个最小的[image: image667.wmf]n

,求出所有满足上述条件的函数.
4.(50分)设集合[image: image668.wmf]1212

,,...,,,...

AABB

满足[image: image669.wmf]11

,{0}

AB

=Æ=

,且对任意正整数[image: image670.wmf]n

,[image: image671.wmf]1

{1|}

nn

AxxB

+

=+Î

,[image: image672.wmf]1

nnnnn

BABAB

+

=È-Ç

.求出所有使得[image: image673.wmf]{0}

n

B

=

的正整数[image: image674.wmf]n

.
参 考 答 案
第 一 试
一.填空题
1.[image: image675.wmf]22

()()

acbd

-++

.
[image: image676.wmf]()

fx

可看作平面直角坐标系内[image: image677.wmf](,0)

Ax

点与点[image: image678.wmf](,)

Bab

-

,点[image: image679.wmf](,)

cd

-

距离之和,若求[image: image680.wmf]()

fx

最小值，即求[image: image681.wmf]ABAC

+

最小值,作C关于X轴的对称点
[image: image682.wmf]'(,)

Ccd

--

,此时[image: image683.wmf]222

'()()

BCacbd

=-++

.
取[image: image684.wmf]A

点位于[image: image685.wmf]'

BC

与[image: image686.wmf]X

轴的交点处,若此时[image: image687.wmf]'

ABACBC

+=

不为最小,则有点[image: image688.wmf]'(',0)

Ax

使得[image: image689.wmf]'''

ABACBC

+<

, 此与三角形两边之和大于第三边矛盾,故[image: image690.wmf]()

fx

最小值为[image: image691.wmf]'

BC

.
2.[image: image692.wmf]n

.
将棋盘黑白相间染色.
若[image: image693.wmf]n

为偶数,两条对角线一条全是黑格,另一条全是白格.在同一条对角线上的[image: image694.wmf]n

个黑(白)象必须属于不同的类,因此至少需要[image: image695.wmf]n

类.
另一方面,将同一行的(黑或白)象算作一类,共分为[image: image696.wmf]n

类,每一类中的两只象不在同一条斜线上,符合题意.
如果[image: image697.wmf]n

是奇数,不妨设棋盘的四个角为黑格,则两条对角线都由[image: image698.wmf]n

个黑格组成,而全由白格组成的斜线至多有[image: image699.wmf]1

n

-

个白格.因此至少需要[image: image700.wmf]n

类.
再将同一行的黑象算作一类,黑象至少分成了[image: image701.wmf]n

类.将第[image: image702.wmf]n

行的白象与第一行的白象算作一类,其余各行的白象自成一类,共分为[image: image703.wmf]1

n

-

类,总类数为[image: image704.wmf]n

,符合题意.

【抢分】将每行的象看做一类，则共有
[image: image705.wmf]n

类。而
[image: image706.wmf]1

n

-

类容易看出是不行的。
3.[image: image707.wmf]422

+

.
设AC,BD交于点O,设[image: image708.wmf],

AOeOCf

==

,[image: image709.wmf],

OBgODh

==

,设[image: image710.wmf]AOB

a

Ð=

,则[image: image711.wmf]1

1()sin

2

ABCD

Seggffhhe

a

==+++

[image: image712.wmf]1

()()

2

efgh

£++

[image: image713.wmf]2

1

()

22

efgh

+++

£

,即对角线长度之和[image: image714.wmf]22

efgh

+++³

.
又因为
[image: image715.wmf]11

22sinsin

22

11

sinsin

22

ABCD

SabAbcB

cdCdaD

==+

++


[image: image716.wmf]11

()()()

22

abbccddaacbd

£+++=++

[image: image717.wmf]2

1

()

22

abcd

+++

£


故周长[image: image718.wmf]4

abcd

+++³

.
综上,四边与两对角线之和[image: image719.wmf]422.

³+


【抢分】考虑特殊情况，即四边形为正方形时。
4.[image: image720.wmf]21

+

.
设正四棱柱[image: image721.wmf]SABCD

-

的底面中心为[image: image722.wmf]O

,底面边长为[image: image723.wmf]a

,它的外接球球心为[image: image724.wmf]2

O

,内切球球心为[image: image725.wmf]1

O

,由对称性知[image: image726.wmf]12

,

OO

必在[image: image727.wmf]SO

上,且[image: image728.wmf]SO

^

底面[image: image729.wmf]ABCD

.
作[image: image730.wmf]1

OFSBC

^

于[image: image731.wmf]F

,直线[image: image732.wmf]SF

比过[image: image733.wmf]BC

中点[image: image734.wmf]E

,记[image: image735.wmf],

SOhSEO

a

=Ð=

,易知[image: image736.wmf]11

tan

22

a

rOFOO

a

===

,[image: image737.wmf]2

OOhR

=-

,[image: image738.wmf]2

2

OBa

=

.
由[image: image739.wmf]222

22

OBOOOB

=+

得[image: image740.wmf]22

2

4

ha

R

h

+

=

,由于[image: image741.wmf]tan

2

a

h

a

=

,所以[image: image742.wmf]2

(tan2)

4tan

a

R

a

a

+

=

.
令[image: image743.wmf]2

tan

2

t

a

=

,则[image: image744.wmf]22

tan211

.

2tan2(1)

tan

2

Rt

y

rtt

a

a

a

++

==×=

-


关于[image: image745.wmf]t

的方程[image: image746.wmf]2

(21)210

ytyt

+-+=

有实数根,故判别式[image: image747.wmf]2

4840

yy

D=--³

,注意[image: image748.wmf]0
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5.[image: image750.wmf]46
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定义甲乙轮流投掷,甲先投,甲投出[image: image751.wmf]m

次正面朝上获胜,乙投出[image: image752.wmf]n

次正面向上获胜,此时甲获胜的概率为[image: image753.wmf](,)
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6.6.
[image: image762.wmf]22222
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【分析】如何分解此类因式？首先找到多项式的根，发现-1是其一根，故x+1为因式；进而发现x+1因式还有一个。此时没有一次因式，从最简单的二次因式x2+x+1开始试验，即可完成分解。更普遍的分解方法是复数方法。
7.C.
考虑三个人的总分，有方程：
M(p1+p2+p3)=22+9+9=40,         ①
又 p1+p2+p3≥1+2+3=6，         ②
∴6M≤M(p1+p2+p3)=40，从而M≤6.
显然 M≥2，又M|40，故M可取2,4,5.
若M=2，又B数学第一，但总分仅9分，故必有：9≥p1+p3,∴≤8，这样A不可能得22分.
若M=4，由B可知：9≥p1+3p3，又p3≥1，所以p1≤6,若p1≤5，那么四科最多得20分，A就不可能得22分，故p1=6.
∵4（p1+p2+p3）=40,∴p2+p3=4.
故有：p2=3,p3=1,A最多得三个第一，一个第二，一共得分3×6+3=21＜22，矛盾.
若M=5，这时由5(p1+p2+p3)=40，得：p1+p2+p3=8.
若p3≥2，则：p1+p2+p3≥4+3+2=9，矛盾，故p3=1.
又p1必须大于或等于5,否则,A五科最高只能得20分,与题设矛盾,所以p1≥5.
若p1≥6，则p2+p3≤2，这也与题设矛盾，∴p1=5，p2+p3=3，即p2=2，p3=1.
A=22=4×5+2.故A得了四个第一，一个第二；
B=9=5+4×1，故B得了一个第一，四个第三；
C=9=4×2+1，故C得了四个第二，一个第三.
【抢分】可以直接试验几种可能的情况，猜出结论。
8.2604.
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注意到[image: image767.wmf]1...
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个奇素数之和.由于和的乘积为2的次幂,每个和必须是偶数.因此,每个[image: image769.wmf]i

a

必须是奇数.
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二.解答题
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移项,平方得
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【分析】此题用直角坐标运算较繁，应用极坐标简化运算。
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两侧同乘[image: image823.wmf]1
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,命题得证.
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【分析】本题构造
[image: image848.wmf]12341234
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的方法很巧妙。
第 二 试
1.引理:设圆内接四边形ABCD的对边延长线交点为P,Q,则
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,其中
[image: image850.wmf](),()
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分别代表P,Q对圆的幂,即这点向圆所引切线长的平方.
证明:将
[image: image851.wmf]2

PQ

分为两部分,分别为
[image: image852.wmf]P

对圆的幂和
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对圆的幂.
为此,过点
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以上两式相加,引理得证.
类似可证,
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【分析】本题考查圆幂定理的应用，关键是将各线段表示成P,Q,N的圆幂。
2.定义
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因此,
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故所有排列的个数
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,命题得证.

【分析】这道不等式题并不常规，一是它与离散数学相结合，二是其中出现了对数函数ln.设出大小关系、固定变量计算另一个变量的取值范围、和式变换等技巧都是值得玩味的。对数函数与调和级数的关系是沟通离散与连续的一座桥梁，应当关注。
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故存在整数[image: image918.wmf]n
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由定义,显然[image: image933.wmf]p
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【分析】本题又是一道非常规题，将函数方程与数论结合。题中的引理是一条关于素数及平方和的重要定理，这里给出的是较为简单的一种证明。题设中要求的是值域元素的最小个数，但事实上要求肯定两个的情形。本题的巧妙之处在于，题中没有出现任何与“素数”“整除”相关的字眼，但解答中应用的却是素数的性质，其中的构造也是由整除性确定取值。这是全卷中最难的试题。
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不是2的次幂,注意(4)中下标为大于1的奇数的集合都含有1的事实,应用无穷递降法,必有一个时刻出现奇数下标,集合中含有1,而从此时出发,集合中不可能只剩下0.命题得证.

【分析】本题首先通过对小规模数据的试验，发现结论；接着寻找
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的内在关联，想到使用数学归纳法，但一定是与2的倍数相关。因此寻找
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间的关系，发现结论（3），而这个结论的证明需要①，进而逆推到结论（1）。这样(1)(2)(3)形成了一个完整的螺旋归纳法体系。结论(4)是为了证明唯一性，很容易发现。解决本题需要反复利用已知条件，在集合之间进行转化，转化过程中注意明确方向，不要南辕北辙。螺旋归纳法是本题的一个亮点。
【注】本模拟试题首次发表于2009年7月《数之理》。由于误认为2009年联赛试题难度将增大，故命制了这样一套难度很大的试题，抢分也很难实现。现在看来，本卷二试题目适合作为CMO试题，本卷一试题目适合作为二试考题。
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一、填空题：本大题共8小题，每小题7分，共56分．把答案填在横线上．
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    函数的迭代问题，通过简单的试算寻找规律，属于信心题。作为填空题，不必用数学归纳法仔细推导关系式，只需计算出
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横坐标范围为_[3,6] _．
本题事实上是一道陈题，直线与圆的位置关系，解析几何中的经典问题。作为填空题，使用数形结合思想，容易发现与圆相切的极限位置，计算出此时A的横坐标即可。但如果盲目运用解析几何计算会误入歧途。

3.在坐标平面上有两个区域
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平面区域的面积问题，线性规划的简单题。也是数形结合思想的应用。此类问题最好画图，不要空想。注意三角形面积需要乘1/2。解出解析式后，最好代入特殊值（如t=0,t=1）检验一下，以免出错。
4.使不等式
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对一切正整数
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的值为   2009   ．
函数单调性的简单考察。将离散调和级数求和问题与函数单调性结合，有新意。此题容易看出是年份题，若算出的结果不是2009应意识到算错了。
5.椭圆
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解析几何中的经典问题，正统做法是三角法和重要不等式。考试时可以代入椭圆的极端位置：P、Q分别位于长短轴顶端；OP、OQ分别与x轴对称成45°，易发现极值。
这类问题的检查一般是“数量级”法（即多项式的次数），此题|OP|·|OQ|即为长度的二次方级，得到的结果中分子为四次方，分母为平方，次数正确。这类似物理学中的“量纲分析”，容易检查出多乘、少乘、忘记平方开方等运算错误。

6.若方程
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[image: image1117.wmf]k

的取值范围是_k<0或k=4__．
二次方程根的分布问题。注意判别式为零的情形，以及lg函数的定义域。很多选手丢掉了
[image: image1118.wmf]0
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或
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之一。
7.一个由若干行数字组成的数表，从第二行起每一行中的数字均等于其肩上的两个数之和，最后一行仅有一个数，第一行是前100个正整数按从小到大排成的行，则最后一行的数是__101×298__（可以用指数表示）．
杨辉三角的变形，等差数列，数学归纳法。可以首先列出前几行，分别计算出其和，再寻找规律。作为填空题，直接代入100即可；若为解答题，应用数学归纳法。对于找规律的题，要注意初始条件，避免犯“加1减1”的边界错误。
8.某车站每天8∶00—9∶00，9∶00—10∶00都恰有一辆客车到站，但到站的时刻是随机的，且两者到站的时间是相互独立的，其规律为
	到站时刻
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	概率
	
[image: image1120.wmf]1

6


	
[image: image1121.wmf]1

2


	
[image: image1122.wmf]1

3




一旅客8∶20到车站，则它候车时间的数学期望为__27__（精确到分）．
数学期望，属于新题型，很简单，但错误率很高，很多选手没有正确分析8:10到来一辆车的情况。如果8:10已经到来一辆车，则需要等到9点的三辆车；如果来的车是8:30或8:50，则9:00之前一定能走。这个条件概率需要理解清楚。还有的选手没有注意“精确到分”的要求，写出了分数形式，这种低级错误应当避免。
【小结】今年联赛的填空题难度不大，关键在于细心认真，理解清楚题意。很多选手错两个甚至更多，都是因为考试时心情紧张，没有审清题意就开始计算，或者计算过程中忘记平方、忘记2倍、忘记开平方、移项忘记正负号等，犯低级错误。平时练习时，对于简单题千万不能麻痹大意，也许一些啼笑皆非的错误就发生在自己身上。
二、解答题：本大题共3小题，共44分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．
1.（本小题满分14分）设直线
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答案：9条

直线与圆锥曲线的位置关系问题，使用判别式容易解决，难度较低，但须注意讨论全面。一些选手对坐标轴的位置重复计算。
2.（本小题满分15分）已知
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（Ⅰ）求数列
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的通项公式（用
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（Ⅱ）若
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答案：当
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简单的二阶递推数列特征方程应用。注意分类讨论，不要丢掉两根相等的情形。本题是2008年广东高考原题。
3.（本小题满分15分）求函数
[image: image1158.wmf]2713

yxxx
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的最大值和最小值．
    答案：最大值11，当x=9时取到；最小值
[image: image1159.wmf]3313

+

，当x=0时取到。
带有根式的函数最值，使用柯西不等式或求导均可解决。在考试中，由于时间紧张，推荐使用普适的求导法解决。要注意函数定义域和取等条件。
【分析】2009年联赛一试试题很简单，均为高考难度，不需要抢分。最关键的是细心认真，尽力追求完美。一些易错点一定要把握住。当然，在解决填空题时，运用一些“极端值法”“不完全归纳法”可以加快解题速度。
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第二试
一、如图，
[image: image1160.wmf],

MN

分别为锐角三角形
[image: image1161.wmf]ABC

V

（
[image: image1162.wmf]AB
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）的外接圆
[image: image1163.wmf]G

上弧
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,

BCAC

的中点，过点
[image: image1165.wmf]C

作
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PCMN

交圆
[image: image1167.wmf]G

于
[image: image1168.wmf]P

点，
[image: image1169.wmf]I

为
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V

的内心，连接
[image: image1171.wmf]PI

并延长交圆
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于
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（I）求证：
[image: image1174.wmf]MPMTNPNT
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（II）在弧
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（不含点
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）上任取一点
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），记
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的内心分别为
[image: image1180.wmf]12

,

II

，求证：
[image: image1181.wmf]12
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四点共圆．
（I）分析：首先观察图形，看有哪些线段平行、垂直、相等。由题设PC//MN，且PC、MN均为圆上的弦，显然PCMN为等腰梯形，其中的两顶角相等、两底角相等、两腰相等、两对角线相等均可得到。

其次观察图形中的相似三角形。由于内心I悬浮在三角形内，故首先考虑不含I的相似三角形。由于PM、NT为圆上两弦，PM、NT、PT、NM交出的四个三角形有两组相似。

由于题中的内心I在(I)(II)中均未直接出现，故题中给出此点可能是为了降低难度，引导考生向这个方向思考，因此I一定是大有用场的。观察以I为一端点的线段有哪些平行、相等关系。IT、IA、IB、IC似乎不易建立关联，而容易发现IN//PM，IM//PN，为保险起见可自行尺规作图，发现PMIN是平行四边形这样一个重要性质。

再看欲证结论，是一个线段乘积，首先将其变为比例式，发现位于两个相邻的三角形内。因此容易想到三角形面积公式，此时恰好与PMIN是平行四边形有所关联。

此时基本思路已经成型，剩下的工作就是利用边角关系进行推导了。

当然，如果观察欲证结论时没有发现与三角形面积的关联，根据平行四边形对边相等还可以转化到相似三角形的线段比例上来。可谓条条大路通罗马。
标准解答：连NI,MI，由于PC//MN，P,C,M,N共圆，故PCMN是等腰梯形，因此NP=MC，PM=NC.   （10分）

连AM,CI，则AM与CI交于I. 因为∠MIC=∠MAC+∠ACI=∠MCB+∠BCI=∠MCI，所以MC=MI. 

同理NC=NI.

于是NP=MI, PM=NI.

故四边形MPNI为平行四边形，因此S△PMT  = S△PNT （同底，等高）（20分）

又P,N,T,M四点共圆，故∠TNP+∠PMT=180o. 由三角形面积公式
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于是PM·MT = PN·NT.  （30分）

【分析】注意到评分标准中只要得出NP=MC，PM=NC就有10分，可见由于本题第一问简单，给分是较宽松的。这个解法比较漂亮，巧妙地利用两个同底等高的三角形，将线段乘积转化为三角形面积，再证明平行四边形。
解法一（焦恩伟）：由
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为
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中点知
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分别共线．由
[image: image1186.wmf]//

CPMN

知四边形
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于是
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又
[image: image1193.wmf]NTANBANBCNMCMNPMTI

Ð=Ð=Ð=Ð=Ð=Ð

，且
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又由①知
[image: image1198.wmf]MPNP
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，即
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【分析】这个思路较为自然，由结论想到需要证明比例相等，进而须证相似三角形。
解法二（白佳伟）：设
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．连接
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由于
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，四边形
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为平行四边形，故
[image: image1211.wmf]NHMH

=

．
由于
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同理
[image: image1217.wmf]MPPH

NTHN

=

．因此
[image: image1218.wmf]MPNP

NTMT

=

，即
[image: image1219.wmf]NPNTMTMP

×=×

．
【分析】这个思路同样是利用相似三角形，再回归到平行四边形。
解法三（刘晓艺）：由正弦定理，
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故
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因此
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所以
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，即
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【分析】这是一个纯三角解法，全部是利用角的关系，比较漂亮。

第一问各种解法都抓住了PMIN是平行四边形的特征。在解决平面几何问题之前，不要急于推导，而要首先准确作图，观察其中存在的平行、相似、长度相等、角相等这些特殊关系，选出其中与已知或求证关系密切的作为“桥梁”，在条件和结论之间树立“小目标”，降低问题难度，同时理顺解题思路。只要认真思考，这一问是不难解出的。
（II）分析：对于须证四点共圆的问题，由于本题中内心与其他元素联系不紧密，托勒密定理显然不好用。因此考虑证明同弧所对圆周角相等。

由(I)的结论，考虑利用其他元素转化边的长度。平行四边形在(I)中已经用过，因此使用等腰梯形的两组边相等。在解决与圆相关的内心问题时，“鸡爪定理”（内心性质）是沟通内心与三角形其他元素的重要武器。此时，对NC、MC用鸡爪定理替换，可得一个比例关系。由于它并不对应三角形相似，因此需要寻找其他边角关系。
仍然寻找新图形中出现了哪些平行、相等、垂直，结果发现分别以I1、I2为一端点的线段并无上述特殊性质。于是寻找I1、I2所在的相似三角形。这一过程比较复杂，也需要准确作图才能发现。一旦证出相似，再根据角的关系立即导出结论。笔者第二问没有解出，就是因为没有找到合适的相似三角形沟通I1、I2的关系。
标准解答：因为
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由（I）所证MP=NC, NP=MC, 故
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     （40分）

又因
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因此
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四点共圆。 （50分）

【分析】第二问的解答看似不长，实则难度较大。很多选手在这一问上花费了太多的时间，而影响了解决后面题目的时间和心态，直接导致不少选手在联赛中惨败。联赛中应合理分配时间，果断放弃，不要因为一道题目影响整个第二试。
这是一道中规中矩的平面几何题，没有应用“重要定理”，只是最基本的寻找边角关系、三角形相似、线段比例。本题来源于2003年国家集训队试题，只是难度有所降低。
二、求证不等式：
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分析：这个不等式乍看起来很不“常规”，出现了自然对数ln。但我们应当学过调和级数
[image: image1242.wmf]111
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与
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的趋近关系，因此应当想到将
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[image: image1246.wmf]1
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的方向放缩，这一步也是大家都能想到的。一些选手试图加强命题，但没有成功。
下面一步就比较困难：如何将一个离散的调和级数之和与连续的函数值建立关联？一些选手试图直接放缩，但都以失败告终。我们采取的办法是利用数学归纳法的思想，逐项比较。将
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的部分和，这样只需比较每个
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的大小关系，然后求和即可。
下面遇到的一个困难就是如何比较大小。针对对数函数，我们只能用导数解决。但是，这个导数的构造又很有技巧，采用高考中常见的一次求导不行，再求二阶导数是不可行的。因为
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构成了一对有趣的“孪生关系”，若证
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，而第二个命题求导后又可以转化成
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。因此，很多选手在此处陷入了困境，或弃而舍之，或不加证明地直接应用
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的单调性。解法一中给出了这种函数单调性的证明方法，对其他求导问题也有借鉴意义。
标准解答：首先证明一个不等式
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事实上，令
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从而
[image: image1268.wmf]11

222

111

11

ln(1)(ln(1))

111

nnn

n

kkk

kkn

x

kkkkn

--

===

=-+=-++

+++

ååå



[image: image1269.wmf]11

22

11

11

()

1(1)

nn

kk

k

kkkk

--

==

>-=-

++

åå



[image: image1270.wmf]1

1

11

11

(1)

n

k

kkn

-

=

³-=-+>-

+

å

    （50分）

【分析】这个解法其实是下述解法二、三经优化后得到的。从本质上看，此法仍然是比较
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的大小关系，然后用数学归纳法。在表达方面，采用了构造数列的方式，使论证更清晰、更简洁，不露出数学归纳的痕迹。
解法一：首先用数学归纳法证明
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由归纳假设，
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即命题对
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③由①②可知命题对
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下面用数学归纳法证明


[image: image1298.wmf]1

1

1

ln0

n

k

n

k

-

=

->

å


①当
[image: image1299.wmf]2

n

=

时，
[image: image1300.wmf]1ln2

>

，命题成立．
②当
[image: image1301.wmf]nm

=

时，由均值不等式易得

[image: image1302.wmf]1

1

111111

(1)1(1)1(1)...(1)(1)

11

n

nnn

nnnnnn

+

+

æö

æö

+=×+<+++++=+

ç÷

ç÷

++

èø

èø


故数列
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③由①②可知，命题对
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，命题得证．
【分析】这是最自然的方法，采用放缩，变成调和级数，试图利用数学归纳法；归纳步骤需要用到
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是一种常用的构造方法，通过另一个辅助函数的单调性来判断导函数的正负。
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【分析】这个解法有一定技巧，利用导数的定义，将求导问题转化为极限问题，建立了
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事实上，这个求导转化成极限的过程就是高等数学中常用的洛必达法则：若
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解法三（姚博文）：先证明引理：当
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综上所述，得
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【分析】这个解法也较为巧妙，同样是建立
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之间的大小关系，但使用的是辅助不等式
[image: image1390.wmf]ln1

xx

£-

，比解法二更漂亮。
解法四（杨蓉）：由图像知，
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．以下类似解法一，用数学归纳法证明．
【分析】此解法利用了高等数学中积分的概念，图像清晰地说明了每次多出的一项恰好是曲线与矩形块上沿围成的曲边三角形面积，这就是解法二中所述的逐项放缩。这个面积图像揭示了连续与离散的差异，从本质上将调和级数之和与对数函数联系起来。这也许正是本题的命题背景。题中的
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但在考试中，运用图像说明不甚严密，容易误判。

本卷代数问题偏简单，初看是一道不等式，实质是函数问题，问题的难点在于证明调和级数与e的大小关系（其他证法与之等效）。这需要一些极限的思想，属于高考范围内，熟悉的选手应该不难用构造函数、求导的方法证明。一些选手试图使用经典不等式的放缩方法，是很难解决的。有的选手导数方法不过硬，求导出现了错误。
这道题的求导有一定技巧，有高等数学背景的选手更容易想到。同时，由高等数学背景的选手根据积分的定义，容易由自然对数迅速联想到调和级数，少走弯路。由此可见，适当拓宽知识面对于高中联赛不无积极意义。
三、设
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kl

是给定的两个正整数．证明：有无穷多个正整数
[image: image1398.wmf]mk

³

，使得
[image: image1399.wmf]k

m

C

与
[image: image1400.wmf]l

互素．
分析：此题要证明“无穷多个”。可以采用的方法有两个：极端值原理（设出最大找矛盾）、构造无穷多个满足条件的整数。如果采用极端值原理，最后还要化归到构造上来。

如何构造一个满足条件的整数？首先采用“试探法”，对简单的
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找出满足条件的
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，发现它们与
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有倍数关系，于是从质因子个数的角度考虑（组合数问题的通法），得到多种可行构造。
标准解答一：对任意正整数
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即
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及
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标准解答二：对任意正整数
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即
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及
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【分析】这两个解答本质上是相同的，都是利用阶乘进行构造。CMO2009第6题（见本书10.8节）也是采用阶乘构造的方法解决整除问题，可见这是一种通法。
解法一：令
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有无穷多个，命题得证．
解法二：令
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下同解法一．由于充分大的正整数
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【分析】解法一是考场上的解法，事实上没有必要设置系数
[image: image1476.wmf]k

，只要指数
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充分大即可。考虑这个解法的原因是首先希望利用
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，其后代入小数据试验发现不可行，其原因是因子的幂次不够高，因此考虑增大
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的幂次，于是有了解法一的构造。
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这个错误的构造不放，甚至提出了错误的“证明”，这种死钻牛角尖的解题态度不可取。应该找到出现反例的原因，观察反例的特点，加强构造中的条件限制，试图完善之。
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[image: image1506.wmf]a

有无穷多个，命题得证．
【分析】这个解法很漂亮，巧妙地将
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进制应用于幂次分析之中，并利用中国剩余定理将多个质因子结合起来。可能受到了Lucas定理的影响。美中不足的是应用了不常见的定理，证明不太“初等”。
解法四（姚博文）：当
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解法五（刘晓艺）：反证法．假设只有有限多个
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满足题意．
【分析】这是利用极端值原理的一种解法。本质上仍然是构造，与解法一类似。
解法六（马晓鹏）：Lucas定理：设
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其中∑表示取遍所有满足
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回到原题．对于给定的
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【分析】这个解法可谓揭示了此题的命题背景。如果Lucas定理不加证明地引用，本题将变得异常简单，只需应用一步中国剩余定理即可解决。事实上，本题是Lucas定理的弱化。
解法七（yunxiu）：当
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解法八（Napoleon）：设
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由上述三式，若证
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由中国剩余定理，存在无穷多个
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解法九（sufangzai）：当
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构造
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显然
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综观上述解法，从总体思路上来说，可以分为两类：整体证明、分质因数证明。整体证明法中，按升高质因数次幂的方式来分，有阶乘构造、次幂构造；按常数项来分，有加
[image: image1678.wmf]k

法、减1法。分质因数证明，即构造满足每个质因子互质的同余式，而后利用中国剩余定理，除了应用整体证明法中的构造外，还可以与进制联系，应用“高级”数论定理。

本题不仅结论很漂亮，而且有多种构造解题途径，还有Lucas定理这个深刻的数论背景，是一道好题。这些构造通过试验简单情况容易想出，难度不大。
部分选手对互素的理解不到位，提出了错误的构造并加以“证明”，其中对所含质因数幂次的分析中有漏洞。由于题目的开放性很大，给阅卷人提出了更高的要求，对于选手的构造，需要认真验证其证明过程，谨防“浑水摸鱼”。
四、在非负数构成的3×9数表
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中每行的数均不相同，前6列中每列的三数之和为1，
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满足下面的性质（O）：对于数表P中的任意一列
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求证：（i）最小值
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（ii）存在数表P中唯一的一列
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仍然具有性质（O）．
分析：这道题很长，超出了一般数学竞赛题的长度。很多选手望而却步。但事实上第一问只要很简单的分析即可得出结论，即使是没有参加数学竞赛的学生也能“秒杀”。
第二问的难度很大，考场上时间很紧，解出的可能性不大，事实上全国几乎无人解出，成为继2007年之后的又一道“废题”；但练习中经过认真思考，是可以讨论清楚元素之间的关系的。这道题从命题的角度而言，条件过于纷繁复杂，有些“为构造条件而构造条件”的造作之感，缺乏数学美感，与本卷代数问题、数论问题无法比拟。
另解：（i）假设最小值
[image: image1690.wmf]123
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不是来自S的不同列，则必有两个
[image: image1691.wmf]i

u

属于同一列，不妨设
[image: image1692.wmf]12
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属于第1列．则不论
[image: image1693.wmf]3

u

属于1、2、3中的哪一列，第2、3列中总有一列不包含任何
[image: image1694.wmf]i
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，不妨设为第3列．
由于同行元素互不相同，
[image: image1695.wmf]113223333
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．而对于
[image: image1696.wmf]3
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，不存在
[image: image1697.wmf]123
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，与性质（O）矛盾．
（ii）首先证明存在性．
假设不存在这样的
[image: image1698.wmf]*

k

使得
[image: image1699.wmf]'
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满足性质（O）．
不妨设
[image: image1700.wmf]111222
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，由（i）知
[image: image1701.wmf]33*
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．由假设，对任意
[image: image1702.wmf]*4,5,6,7,8,9
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都存在一列
[image: image1703.wmf]ik
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，使得对每个
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，都有
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取
[image: image1706.wmf]*
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为
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中使得
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最大者，则由于
[image: image1709.wmf]3738
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若
[image: image1712.wmf]1,2,3,4,5,6
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，则这一列之和大于1，与每列和为1矛盾；
若
[image: image1713.wmf]7,8,9
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，则
[image: image1714.wmf]33*
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，与
[image: image1715.wmf]3*
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的最大性矛盾．
其次证明唯一性．
假设存在两列
[image: image1716.wmf],

ab

同时满足性质（O）．首先考虑
[image: image1717.wmf]a

列形成的数表S．
仍然不妨设
[image: image1718.wmf]111222333

,,

uxuxux

===

，且
[image: image1719.wmf]3231
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因为
[image: image1720.wmf]32312221
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[image: image1721.wmf]11112111
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．由（i），

[image: image1722.wmf]3313233
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①或
[image: image1723.wmf]3212222
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若为情形①，由各列之和为1，有
[image: image1724.wmf]11122223
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[image: image1725.wmf]3333
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．同理，由于选出
[image: image1726.wmf]b

列也满足性质（O），有
[image: image1727.wmf]333
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．故
[image: image1728.wmf]333
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[image: image1729.wmf]3
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，矛盾．
若为情形②，有
[image: image1730.wmf]11122332
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[image: image1731.wmf]1111
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[image: image1732.wmf]3323
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，由各列之和为1，
[image: image1733.wmf]22
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．同理，考虑选出
[image: image1734.wmf]b

列，可得
[image: image1735.wmf]22
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．故
[image: image1736.wmf]22
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，由于同行元素互不相同，有
[image: image1737.wmf]ab
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，矛盾．
综上，存在唯一的
[image: image1738.wmf]*

k

使得
[image: image1739.wmf]'
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满足性质（O）．
全卷分析：这次全国高中联赛试题的最大问题在于陈题过多，对做过这些陈题的选手和未做过这些陈题的选手来说构成了一种不公平。从命题质量上而言，第一试难度偏简单，可能是为了联赛的普及；二试一、二、三题质量较高，结论美观、难度适中、方法多样，但组合试题的质量有待提高。试卷难度不是很大，与先前预测的“难题”不尽相同。考试中心态的调整、时间的分配仍然是重中之重的问题，一定要保证考场正常发挥，不要出现大的情绪波动；不要在一道题上花费太多的时间。这些“软实力”都是考前模拟训练时应该注意的。
10.6  2009女子数学奥林匹克
1．求证：方程
[image: image1740.wmf]2009()
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只有有限组正整数解
[image: image1741.wmf](,,)
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.
证明：当
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时，有不等式
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此时
[image: image1744.wmf],

bc

的可能取值只有有限多种．
类似的，当
[image: image1745.wmf]2009

b

>

或
[image: image1746.wmf]2009
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时，也只有有限多组可能的
[image: image1747.wmf](,,)
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．而
[image: image1748.wmf],,2009
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只有有限多组，故原方程只有有限组正整数解．
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2．如图，在△ABC中，∠BAC＝90°，点E在△ABC的外接圆Γ的弧BC（不含点A）内，AE > EC．连接EC并延长至点F，使得∠EAC＝∠CAF，连接BF交圆Γ于点D，连接ED，记△DEF的外心为O．求证：A, C, O三点共线．
证明：由于
[image: image1749.wmf]O

为
[image: image1750.wmf]DEF
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外心，
[image: image1751.wmf]2(180)
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，而
[image: image1752.wmf]180
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．由于
[image: image1753.wmf]90
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，
[image: image1754.wmf]90
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．得到
[image: image1755.wmf]1802180
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，故
[image: image1756.wmf]AEOF

四点共圆．由于
[image: image1757.wmf]OEOF
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，得
[image: image1758.wmf]OEFOFE
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，故
[image: image1759.wmf]AO

是
[image: image1760.wmf]EAF
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的平分线，与
[image: image1761.wmf]AC

重合，即
[image: image1762.wmf],,
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三点共线．
3．设平面直角坐标系中点集
｛P1, P2 , …, P4n+1｝＝｛(x, y) | x, y为整数, |x|≤n, |y|≤n, x y=0｝，
其中n为正整数．求 (P1P2)2+(P2P3)2+ …+ (P4nP4n+1)2+(P4n+1P1)2的最小值．
解：
[image: image1763.wmf]168

n

-

．
首先构造一种满足条件的点集．若
[image: image1764.wmf]n

为奇数，设
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[image: image1766.wmf]1232

(0,0),(0,1),(0,3),...,(0,21)

m

PPPPm

+

+

，
[image: image1767.wmf]3422

(0,2),(0,22),...,(0,2)

mmm

PmPmP

+++

-

，
[image: image1768.wmf]232433

(1,0),(3,0),...,(21,0)

mmm

PPPm

+++

+

，
[image: image1769.wmf]343543

(2,0),(22,0),...,(2,0)

mmm

PmPmP

+++

-

，
[image: image1770.wmf]444554

(0,1),(0,3),...,(0,21)

mmm

PPPm

+++

----

，
[image: image1771.wmf]5564

(0,2),...,(0,2)

mm

PmP

++

--

，
[image: image1772.wmf]6575

(1,0),...,(21,0)

mm

PPm

++

---

，
[image: image1773.wmf]7685

(2,0),...,(2,0)

mm

PmP

++

--

．容易验证
[image: image1774.wmf]22
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若
[image: image1775.wmf]n

为偶数，设
[image: image1776.wmf]2
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，令
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[image: image1785.wmf]22
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下面证明，
[image: image1786.wmf]168

n

-

是最小的可能取值．首先证明一个引理：对于一条直线上的
[image: image1787.wmf]n

个点
[image: image1788.wmf](1,2,...,)

i

xiin

==

，
[image: image1789.wmf]2
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我们称满足
[image: image1790.wmf]11
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的点
[image: image1791.wmf]i
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为“拐点”．显然，
[image: image1792.wmf]n

为拐点．若存在某个拐点
[image: image1793.wmf]k
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，则可以交换
[image: image1794.wmf]1
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，这样得到的和
[image: image1795.wmf]2
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不是最小的，故使得
[image: image1796.wmf]2
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最小的
[image: image1797.wmf]i

x

的排列一定是单峰的，即只有
[image: image1798.wmf]n

一个拐点．这样，设
[image: image1799.wmf]121
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．若存在
[image: image1800.wmf]1
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，则由于
[image: image1801.wmf]n

个点遍历了
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，在增减性相反的一侧必存在
[image: image1803.wmf]1
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．这样，交换
[image: image1804.wmf],
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，容易验证调整后的平方和不增大．故使得
[image: image1805.wmf]2

1

1

()

n

ii

i

xx

+

=

-

å

最小的
[image: image1806.wmf]i
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的排列一定满足
[image: image1807.wmf]1
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．由于由增减性相反的两条首尾相接的序列构成，只可能存在两个
[image: image1808.wmf]1
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，故
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回到原题．设
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1812.wmf]4141

22

11

11

()()

nn

iiii

ii

xxyy

++

++

==

=-+-

åå

．而将x轴上的
[image: image1813.wmf]21
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个数分为非负的
[image: image1814.wmf]1
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个数
[image: image1815.wmf]0,1,...,
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和非正的
[image: image1816.wmf]1

n

+

个数
[image: image1817.wmf]0,1,...,
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两部分．注意到y轴上的
[image: image1818.wmf]21
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个点是零点，如果x轴上的连线跨过零点，则对于最靠近零点的两个相邻坐标
[image: image1819.wmf]1
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，有
[image: image1820.wmf]222
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，将零点调整为“中转站”更优．从而
[image: image1821.wmf]4111
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，由引理，
[image: image1822.wmf]41
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．对y轴上的点类似讨论，可得
[image: image1823.wmf]41
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．故
[image: image1824.wmf]41
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，命题得证．
4．设平面上有n个点V1, V2 , …, Vn (n≥4)，任意三点不共线，某些点之间连有线段. 把标号分别为1, 2, …, n的n枚棋子放置在这n个点处，每个点处恰有一枚棋子．现对这n枚棋子进行如下操作：每次选取若干枚棋子，将它们分别移动到与自己所在点有线段相连的另一个点处；操作后每点处仍恰有一枚棋子，并且没有两枚棋子在操作前后交换位置．若一种连线段的方式使得无论开始时如何放置这n枚棋子，总能经过有限次操作后，使每个标号为k的棋子在点Vk 处，k=1, 2, …, n，则称这种连线段的方式为“和谐的”，求在所有和谐的连线段的方式中，线段数目的最小值．
解：
[image: image1825.wmf]1
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．
将平面上的点看作图论中的顶点，将有线段相连的两点之间连一条边．允许的操作方法是将图中某个环上的顶点依次轮换．由于开始时放置
[image: image1826.wmf]n

枚棋子的方法共有
[image: image1827.wmf]!

n

种，我们必须能通过有限次轮换达到这
[image: image1828.wmf]!
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种状态．
假设只有
[image: image1829.wmf]n

条线段，则图中只存在一个环，至多只能形成
[image: image1830.wmf]n

种不同状态，显然不满足
[image: image1831.wmf]!
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种的需要．
下面证明
[image: image1832.wmf]1
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条线段是可行的．连接顶点
[image: image1833.wmf]1
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[image: image1834.wmf]14
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（下标
[image: image1835.wmf]mod
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考虑），就存在一个
[image: image1836.wmf]n

元环和一个4元环．我们可以先将4个顶点沿
[image: image1837.wmf]n

元环转动到4元环的位置，再沿着4元环轮换调整，再将
[image: image1838.wmf]n

元环反向转动回去，由此可以轮换调换任意4个连续元素的位置而不影响其他元素．
对于5元环
[image: image1839.wmf]1,2,3,4,5

，按照下列方法轮换调整：
[image: image1840.wmf]1,2,3,4,53,4,1,2,53,1,2,5,4
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1841.wmf]1,2,5,3,4
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，这样
[image: image1842.wmf]3,4,5

变成了
[image: image1843.wmf]5,3,4

，而不影响其余元素的位置．这样就实现了3元环的调整，即将3个连续的元素任意排序．
利用3元环的调整，首先利用
[image: image1844.wmf]1

V

及其后面的两个元素，将
[image: image1845.wmf]1

V

调整到目标位置；再依次将
[image: image1846.wmf]232
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调整到目标位置．若
[image: image1847.wmf]1
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恰好是正确的顺序，则调整完毕；否则对4元环
[image: image1848.wmf]321
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---

轮换调整为
[image: image1849.wmf]132
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，再对3元环
[image: image1850.wmf]132

,,

nnn

VVV

---

进行调整即可．
综上所述，至少需要连接
[image: image1851.wmf]1

n
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条线段．
5．设实数
[image: image1852.wmf],,

xyz

大于或等于1，求证：

[image: image1853.wmf]222
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[image: image1854.wmf]2

()22

xyzxyz

-+

．
证明：令
[image: image1855.wmf]1,1,1

axbycz
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，则
[image: image1856.wmf],,0
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则原不等式转化为
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而
[image: image1860.wmf]2()0

abcabcabbcac
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显然成立，故当且仅当至少一个
[image: image1861.wmf],,0

abc
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，即至少一个
[image: image1862.wmf],,1

xyz
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时等号成立．
[image: image2329.emf]Γ
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6．如图，圆Γ1，Γ2内切于点S，圆Γ2的弦AB与圆Γ1相切于点C，M是弧AB（不含点S）的中点，过点M作MN⊥AB，垂足为N．记圆Γ1的半径为r，求证：AC·CB＝2r·MN．
证明：令R为大圆的半径，r为小圆的半径．则有


[image: image1863.wmf]22
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而
[image: image1864.wmf]()()
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，故
[image: image1865.wmf]2

ACCBrMN
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．
[image: image2330.emf][image: image2331.emf][image: image2332.emf]7．在一个10×10的方格表中有一个由4n个1×1的小方格组成的图形，它既可被n个“   ”型的图形覆盖，也可被n个“    ”或“    ”型（可以旋转）的图形覆盖．求正整数n的最小值．
解：
[image: image1866.wmf]n

的最小值为4．
当
[image: image1867.wmf]1

n

=

时，显然不成立；当
[image: image1868.wmf]2

n
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时，若为2×4矩形显然不成立，若为下图形状
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	


则中间的红色部分必为弯形，此时两侧的绿色部分无法覆盖．
当
[image: image1869.wmf]3

n

=

时，三个正方形，若为2×6矩形显然不成立；若存在两个正方形如上图所示放置，为了不出现上图所示的绿色情况，第三个正方形必须同时与两个绿色部分相邻，这是不可能的．因此只有下图所示的放置方法
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	


这样，最上面的两个方格仍然无法同时覆盖，矛盾．故
[image: image1870.wmf]3

n

£

不可行．
对于
[image: image1871.wmf]4
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的情况，我们给出一种构造：
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


这里四种颜色代表四个弯形的图形，四个正方形拼成“弦图”的形状，符合要求．
评注：事实上，当
[image: image1872.wmf]4,6,8,12,14,16,...

n

=

时均满足题意．
8．设an＝n
[image: image1873.wmf]5

－［n
[image: image1874.wmf]5

］，求数列a1，a2，…，a2009中的最大项和最小项，其中［x］表示不超过实数x的最大整数．
解：令
[image: image1875.wmf]{}[]

xxx

=-

，则
[image: image1876.wmf]15
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，令
[image: image1877.wmf]15
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，则考察
[image: image1878.wmf]2,4,...,4018
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．
由数学归纳法，易证
[image: image1879.wmf]1
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，其中
[image: image1880.wmf]k
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是斐波那契数，满足
[image: image1881.wmf]12
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注意到对所有正整数
[image: image1884.wmf]n

，
[image: image1885.wmf]1515
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为整数，而
[image: image1886.wmf]n
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时
[image: image1887.wmf]15
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，故偶数项
[image: image1888.wmf]24
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趋近于1，而奇数项
[image: image1889.wmf]35
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趋近于0．
由Zeckendorf定理，每个正整数可以表示为若干不同的非连续的斐波那契数之和，令
[image: image1890.wmf]12
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，其中
[image: image1891.wmf]12
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[image: image1892.wmf]1
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[image: image1893.wmf]12
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若使得
[image: image1894.wmf]{2}

na

尽可能大，须使得
[image: image1895.wmf]1

k

为尽可能大的奇数，此时
[image: image1896.wmf]1
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，而
[image: image1897.wmf]23

,,...

kk

为偶数，这样
[image: image1898.wmf]3

2

1

1

{},{},...0

k

k

aa

+

+

®

，使得
[image: image1899.wmf]{2}1
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®

．此时由等比数列求和公式可以证明
[image: image1900.wmf]{2}1
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<

．假设存在
[image: image1901.wmf],
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同时为奇数，则
[image: image1902.wmf]1
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，不如只选
[image: image1903.wmf]i

k

．假设
[image: image1904.wmf]1

k

不为最大的奇数，则设
[image: image1905.wmf]k

为最大的可能奇数，有
[image: image1906.wmf]111
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，非最大值．因此当
[image: image1907.wmf]2009
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时，取最大的斐波那契数
[image: image1908.wmf]17

22584

nF
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，此时
[image: image1909.wmf]1292
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．
若使得
[image: image1910.wmf]{2}

na

尽可能小，类似的须使得
[image: image1911.wmf]1

k

为尽可能大的偶数，而
[image: image1912.wmf]23

,,...

kk

为奇数．此时由于
[image: image1913.wmf]16

21597

nF
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不能选择，故取
[image: image1914.wmf]1
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，最大的不相邻斐波那契数之和
[image: image1915.wmf]1417
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nFF

=+=

，即
[image: image1916.wmf]1597
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一、给定锐角三角形PBC，[image: image1917.wmf]PC

PB

¹

．设A，D分别是边PB，PC上的点，连接AC，BD，相交于点O. 过点O分别作OE⊥AB，OF⊥CD，垂足分别为E，F，线段BC，AD的中点分别为M，N．
（1）若A，B，C，D四点共圆，求证：[image: image1918.wmf]EMFNENFM

×=×

；
（2）若 [image: image1919.wmf]EMFNENFM

×=×

，是否一定有A，B，C，D四点共圆？证明你的结论．
[image: image2333.emf]Γ

O

D

F

B C

A

E

解（1）设Q，R分别是OB，OC的中点，连接EQ，MQ，FR，MR，则
[image: image1920.wmf]11

,

22

EQOBRMMQOCRF

====

，
又OQMR是平行四边形，所以
[image: image1921.wmf]OQMORM

Ð=Ð

，
由题设A，B，C，D四点共圆，所以
[image: image1922.wmf]ABDACD

Ð=Ð

，
于是                                               图1

              [image: image1923.wmf]22

EQOABDACDFRO

Ð=Ð=Ð=Ð

，
所以         [image: image1924.wmf]EQMEQOOQMFROORMFRM

Ð=Ð+Ð=Ð+Ð=Ð

，
故                       [image: image1925.wmf]EQMMRF

D@D

，
所以                       EM＝FM，
同理可得                   EN＝FN，
所以                   [image: image1926.wmf]EMFNENFM

×=×

．
（2）答案是否定的．
当AD∥BC时，由于[image: image1927.wmf]BC

Ð¹Ð

，所以A，B，C，D四点不共圆，但此时仍然有[image: image1928.wmf]EMFNENFM

×=×

，证明如下：
如图2所示，设S，Q分别是OA，OB的中点，连接ES，EQ，MQ，NS，则
[image: image1929.wmf]11

,
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==

，
所以                        [image: image1930.wmf]NSOD

EQOB
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．                          ①
又[image: image1931.wmf]11

,
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ESOAMQOC

==

，所以
[image: image1932.wmf]ESOA

MQOC
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．                          ②

而AD∥BC，所以
[image: image1933.wmf]OAOD

OCOB
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，                          ③

由①，②，③得             [image: image1934.wmf]NSES

EQMQ

=

．

因为      [image: image1935.wmf]2

NSENSAASEAODAOE

Ð=Ð+Ð=Ð+Ð

，

[image: image1936.wmf](
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[image: image2334.emf]      [image: image1937.wmf](180)2
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，

即                         [image: image1938.wmf]NSEEQM
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，

所以                       [image: image1939.wmf]NSE

D

～[image: image1940.wmf]EQM

D
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故                    [image: image1941.wmf]ENSEOA

EMQMOC

==

（由②）．

同理可得，                [image: image1942.wmf]FNOA

FMOC

=

，

所以                         [image: image1943.wmf]ENFN

EMFM

=

，

从而                   [image: image1944.wmf]EMFNENFM
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．
    分析 当然，CMO的试题不是容易解出的，这里也难以给出一种方法能够“秒杀”。但本题的思路仍然是寻找边角关系，证明三角形相似，得出四点共圆。注意，本题的解答并没有用到梅涅劳斯定理、赛瓦定理等，只是用了初中最基础的知识，这也是今后平面几何试题的命题方向。抓住基本特征，从小处着眼，对“边角关系”敏感，才能解决此类问题。
二、求所有的素数对（p，q），使得[image: image1945.wmf]q

p

pq

5

5

+

．
解：若[image: image1946.wmf]pq
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，不妨设[image: image1947.wmf]2
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，则[image: image1948.wmf]q
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，故[image: image1949.wmf]25
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由Fermat小定理， [image: image1950.wmf]5
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，得[image: image1951.wmf]30
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，即[image: image1952.wmf]5
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．易验证素数对[image: image1953.wmf])
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不合要求，[image: image1954.wmf])
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，[image: image1955.wmf])
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合乎要求．
若[image: image1956.wmf]pq

为奇数且[image: image1957.wmf]pq
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，不妨设[image: image1958.wmf]5

=

p

，则[image: image1959.wmf]q
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，故[image: image1960.wmf]625
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当[image: image1961.wmf]5
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时素数对[image: image1962.wmf])
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合乎要求，当[image: image1963.wmf]5
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时，由Fermat小定理有[image: image1964.wmf]1
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，故[image: image1965.wmf]626
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．由于[image: image1966.wmf]q

为奇素数，而626的奇素因子只有313，所以[image: image1967.wmf]313
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．经检验素数对[image: image1968.wmf])
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合乎要求．
若[image: image1969.wmf]q
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都不等于2和5，则有[image: image1970.wmf]1
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故由①，②得
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， 其中[image: image1976.wmf]s
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为正整数．
若[image: image1977.wmf]l
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，则由②，③易知
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这与[image: image1979.wmf]2
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p

矛盾！所以[image: image1980.wmf]l
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同理有[image: image1981.wmf]l
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，矛盾！即此时不存在合乎要求的[image: image1982.wmf])
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．
综上所述，所有满足题目要求的素数对[image: image1983.wmf])
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为
[image: image1984.wmf])
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分析 本题与几位信息学竞赛同学讨论，他们很快就得出了除（5，313）和（313，5）之外的解。这启示我们，做难题之前一定要运用本文的“试探法”，将“平凡解”观察出来，以便证明。证明时，往往是较小的情况容易出现特例，应分类讨论。在关于素数的证明中，应抓住奇偶性，因为素数中只有一个为2；在本题关于5的次幂中，应关注mod 5，便于应用费马小定理。当然，也应考虑mod p，由于结论是能被pq整除。在证明中，将偶数的2的次幂全部提出来，只留下奇数，利于分析奇偶性问题。这样，本题解法都是有根据的，也就不显得如此“神秘”了，只需要反复试探。
三、设m，n是给定的整数，[image: image1991.wmf]n
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，[image: image1992.wmf]1
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是一个正2n+1边形，[image: image1993.wmf]{
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．求顶点属于P且恰有两个内角是锐角的凸m边形的个数．
解 先证一个引理：顶点在P中的凸m边形至多有两个锐角，且有两个锐角时，这两个锐角必相邻．
事实上，设这个凸[image: image1994.wmf]m

边形为[image: image1995.wmf]m
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，只考虑至少有一个锐角的情况，此时不妨设[image: image1996.wmf]2
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更有[image: image1998.wmf])
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而[image: image1999.wmf]3
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[image: image2001.wmf]>

[image: image2002.wmf]p

，故其中至多一个为锐角，这就证明了引理．
由引理知，若凸[image: image2003.wmf]m

边形中恰有两个内角是锐角，则它们对应的顶点相邻．
在凸[image: image2004.wmf]m

边形中，设顶点[image: image2005.wmf]i
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与[image: image2006.wmf]j

A

为两个相邻顶点，且在这两个顶点处的内角均为锐角．设[image: image2007.wmf]i
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与[image: image2008.wmf]j

A

的劣弧上包含了[image: image2009.wmf]P
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在[image: image2013.wmf]r
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（1） 若凸[image: image2015.wmf]m

边形的其余[image: image2016.wmf]2
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个顶点全在劣弧[image: image2017.wmf]j

i

A

A

上，而[image: image2018.wmf]j
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（2） 若凸[image: image2023.wmf]m

边形的其余[image: image2024.wmf]2
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个顶点全在优弧[image: image2025.wmf]j
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上，取[image: image2026.wmf]i
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，[image: image2027.wmf]j
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的对径点[image: image2028.wmf]i
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，[image: image2029.wmf]j

B

，由于凸[image: image2030.wmf]m

边形在顶点[image: image2031.wmf]i

A

，[image: image2032.wmf]j
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处的内角为锐角，所以，其余的[image: image2033.wmf]2
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个顶点全在劣弧[image: image2034.wmf]j
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上，而劣弧[image: image2035.wmf]j
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上恰有[image: image2036.wmf]r

个[image: image2037.wmf]P

中的点，此时这[image: image2038.wmf]2
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个顶点的取法数为[image: image2039.wmf]2
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．
所以，满足题设的凸[image: image2040.wmf]m

边形的个数为
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分析 解答本题，提出“引理”是关键。在真正做题时，会首先考虑，锐角的个数都有哪些可能，我们经试验发现三个以上锐角不可能，于是着手证明引理。从直观上想，若有三个内角为锐角，则一定交于正多边形内。于是，从角度和与90°的关系考虑，得到至多两角为锐角，且锐角相邻。假设一角为锐角，是证明引理的突破口。下面按所在优劣弧位置分类讨论，利用组合数再求和即得。这里利用锐角，取两点的对径点，限制范围是巧妙的。
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分析 本题的意思是，找到n个实数，按照大小排序，相邻两个之差不小于1，至少有一个差为1，求它们绝对值的立方和的最小值。这里由于条件是对称式，先排序可以大大简化问题。显然，这些实数应当尽可能接近0，故相邻两个之差最好均为1. 这些实数应在原点正负平均分布，使得最大的尽可能小，于是对2m+1个数，取中间数为零，为-m,-m+1 ,...0,1...m等差数列。对2m个数，取中间两数为-½,½,两侧仍然成公差为1的等差数列。这样，答案已经求出，只需从数学上证明其最小性。首先，以距离0最近的数为基准，论证相邻两个差越小越好，否则后面的数绝对值增大；然后，证明尽量正负平均分布，对这个等差数列先求出和的表达式，再以首项为自变量，求函数最值。这种方法思路自然、解决简便，比上面给出的标准解法也许更易于理解。

类似题目：1990年CMO，设
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是n个互不相同的实数，
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 求证：
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五、凸[image: image2066.wmf]n
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分析 对于染色的可能性问题，往往是分奇偶讨论，有相反的结果。再经过简单的试算，问题的答案已经“水落石出”。本题要求的显然是找到一种一一对应关系，对这种问题的处理我们已有先例。首先将顶点标号，再利用取模判断颜色。由对称性，容易想到各种颜色的条数相等，从而求出每种颜色的条数，立即排除n为偶数的情况。下面就是对n是奇数的情况进行构造。由于对称性，n条边一定是分别染n种颜色，对角线的染法一定与边相关。首先考虑一种常见的染法，就是将与该点距离在一定范围内的边全部染成该边的颜色，但对本题并不适用，因为这样会出现两边同色的三角形。为了保证每个三角形三边异色，在染某种颜色时，要使得所有线段没有公共顶点。由于要染(n-1)/2条线段，只有一个点被剩下，由对称性，显然是多边形的边所对顶点。其他顶点对称分布，容易想到所有同色边平行的染法。经验证，这种方法符合题意。如果用计算机真正画出图来，也是非常和谐美观的。
相关试题：从正n边形的一个顶点出发，每次沿直线走向另一个顶点，所有顶点经过且只经过一次，最后回到出发点。问能否找到一条折线路径，使得每两条线段互不平行？
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任取这样一个解x，则相应的集合[image: image2205.wmf]2
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中每一项显然都是合数．结合第二步的结果，这一n元集合满足问题的全部要求．
分析 笔者认为，这是2009CMO难度最大的一道试题，也是唯一一道技巧性较高的试题。本题的意思是，对确定的n，构造一个集合S，使得它的任何一个子集的元素的平均值均为合数，且没有公共质因子。本题的证明过程分三步，首先构造平均值不同的，然后构造没有公共质因子的，最后构造合数，层层深入，逐步逼近原命题，这是解决要求较多的构造性问题的重要方法。本题解答的亮点在于：①利用阶乘，保证整数 ②设出最大元，极端值原理 ③利用加1，使公约数为1 ④选取K，使得都是它的约数 ⑤利用素数的无限性，解同余方程。本题的解答并未给出具体的集合，但给出了一种构造集合的算法，有些信息学竞赛题的味道。

小结 2009年CMO试题与往年比较，难度大大降低，于是出现了11个满分。这样的试题无论题目本身还是解题方法都是有规律可循的，在“经典题”中能找到它们的身影，思路较为自然，不像往年那样有很多绝妙的构造。运用本文的“抢分”策略，加上平时解题技巧、数学模型的积累，这样的试题拿高分应该不是难以做到的。
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第49届IMO，中国代表队取得了总分第一名的好成绩。事实上，IMO的试题要比CMO略简单，虽然2009年CMO出了简单题，但往年都是如此。并且IMO试题经常是数学中的经典问题，看起来往往比较“和谐”，和谐之美背后隐藏的，往往是巧妙的规律与方法。这就为我们在IMO试题中“抢分”提供了可能。
这里给出题目的英文原文和汉语翻译，并给出“分析”。具体解答请参考《中等数学》。

Problem 1  Let H be the orthocenter of an acute-angled triangle ABC。The circle ΓAcentered at the midpoint of BC and passing through H intersects the sideline BC at points A1and A2。Similarly，define the points B1，B2，C1 and C2。 

Prove that six points A1，A2，B1，B2，C1 and C2  are concyclic。
设H是锐角△ABC的垂心。以BC的中点为圆心且经过H的圆交BC于点A1、A2；类似地，定义B1、B2，C1、C2。

求证：A1、A2、B1、B2、C1、C2这六点共圆。

分析 本题比CMO2009试题的平面几何简单，还是圆内的边角关系、四点共圆，关键一步是切割线定理的应用。利用垂直平分线较为巧妙，沟通了边的相等关系。

Problem 2  (i)If x，y and z are real numbers，different from 1，such that xyz＝1。

prove that
[image: image2206.emf]x 2 ( x - 1 ) 2 + y 2 ( y - 1 ) 2 + z 2 ( z - 1 ) 2 ≥ 1

.

(ii) Prove that equality case is achieved for infinitely many triples of rational numbers x，y and z。

（ⅰ）均不为1的实数x、y、z满足xyz＝1，求证
[image: image2207.emf]x 2 ( x - 1 ) 2 + y 2 ( y - 1 ) 2 + z 2 ( z - 1 ) 2 ≥ 1

。

（ⅱ）求证有无穷多组三元有理数数组(x，y，z)使得上式的等号成立。

分析 在本文前面部分，已经介绍了“调整法”解此题的办法。这里还可以采用整体代换法，转为条件abc=(a-1)(b-1)(c-1), 待证命题为a2+b2+c2≥1. 用简单的恒等变形即可。第二问用到了巧妙的构造，有一定难度。

应当注意，在解决不等式类题目时，不要忙于应用著名不等式，应该先考虑恒等变形和代数放缩，因为那些著名不等式容易“放过头”，而恒等变形可以保留原有的不等关系，同时使特征更明显。在每一步放缩时，应当代入数值检查放缩是否“放过头”。
Problem 3  Prove that there are infinitely many positive integers n such that n2＋1 has a prime divisor greater than
[image: image2208.emf]2 n + 2 n

。

求证存在无穷多个正整数n，使得n2＋1有一个大于
[image: image2209.emf]2 n + 2 n

的质因子。‘

分析 与CMO2009试题有异曲同工之妙，也是构造数的阶乘，由于需要根号，考虑使用平方，此处选取n≡±m！（mod p）使得平方恰好≡-1 mod p，从而其4倍≥p-4，（4倍是为了开方后结论中的2）获得大小关系，解得结论。
Problem 4  Find all functions f : (0，∞)→(0，∞) (so, f is a function from the positive real numbers to the positive real numbers) 

such that 
[image: image2210.emf]f 2 ( w ) + f 2 ( x ) f ( y 2 ) + f ( z 2 ) = w 2 + x 2 y 2 + z 2

for all positive real numbers w, x, y, z, satisfying wx＝yz。

求所有的正实函数f : (0，∞)→(0，∞)，使得对所有满足wx＝yz的正实数w，x，y，z，


[image: image2211.emf]f 2 ( w ) + f 2 ( x ) f ( y 2 ) + f ( z 2 ) = w 2 + x 2 y 2 + z 2

.

分析 本题没有特别出彩的地方，首先可以猜出结论，主要是将各种特殊值反复代入，得出各种关系，即可解出f(x)。这里首先代入最特殊的1，然后代入
[image: image2212.emf]w = y , x = z

，再代入
[image: image2213.emf]y = z = w x

，从特殊到一般，最终解出两组“平凡解”。
Problem 5  Let n and k be positive integers with k≥n and k－n an even number. Let 2n lamps labelled 1，2，……，2n be given, each of which can be either on or off. Initially all the lamps are off。We consider sequences of steps: at each step one of the lamps is switched (from on to off or from off to on)。Let N be the number of such sequences consisting of k steps and resulting in the state where lamps 1 through n are all on, and lamps n＋1 through 2n are all off。Let M be the number of such sequences consisting of k steps, resulting in the state where lamps 1 through n are all on, and lamps n＋1 through 2n are all off, but where none of the lamps n＋1 through 2n is ever switched on。Determine the ratio 
[image: image2214.emf]N M

。

设n和k是正整数，k≥n，且k－n是一个偶数。2n盏灯依次编号为1，2，……，2n，每一盏灯可以“开”和“关”。开始时，所有的灯都是“关”的。对这些灯可进行操作，每一次操作只改变其中的一盏灯的开关状态（即“开”变成“关”，“关”变成“开”），我们考虑长度为k的操作序列，序列中的第i项就是第i次操作时被改变开关状态的那盏灯的编号。设N是k次操作后使得灯1，2，……，n是“开”的，灯n＋1，……，2n是“关”的状态的所有不同的操作序列的个数。设M是k次操作后使得灯1，2，……，n是“开”的，灯n＋1，…，2n 是“关”的，但是灯n＋1，…，2n 始终没有被开过的所有不同的操作序列的个数。求比值
[image: image2215.emf]N M

。

分析 这道题有较大的难度，十分符合本文“二进制”一节的主题思想。只有开、关两种状态的序列，又涉及到变换，可用二进制数来表示。在张瑞祥的解答中，首先证明了一个引理，求出二进制数中各位奇偶性的个数。下面的讨论结合二进制数位，具有技巧性。然后按题意分为两类，并建立一一对应，最后运用组合计数即可。这里又用到了二进制数的整体移位，实际上就是关于2n的运算。

类似题目：第34届IMO第6题，同样是开关灯用二进制表示，转化为二进制加法解决。此题的巧妙之处在于，先进行小规模的构造，再用数学归纳法证明。

Problem 6  Let ABCD be a convex quadrilateral with |BA|≠|BC|。Denote the incircles of triangles ABC and ADC by ω1and ω2respectively。Suppose that there exists a circle ω tangent to the ray BA beyond A and to the ray BC beyond C, which is also tangent to the lines AD and CD。

Prove that the common external tangents of ω1and ω2intersect on。

在凸四边形ABCD中，BA≠BC。ω1和ω2分别是△ABC和△ADC的内切圆。假设存在一个圆ω与射线BA相切（切点不在线段BA上），与射线BC相切（切点不在线段BC上），且与直线AD和直线CD都相切。证明：圆ω1和ω2的两条外公切线的交点在圆ω上。

分析 本题较为困难，牟晓生的解答用到了两个引理，主要运用了位似变换。其中引理是通用的性质。①ABCD为凸四边形，圆O与射线BA、BC相切，与直线AD、CD相切，则AB+AD=CB+CD。②设⊙O1，⊙O2，⊙O3的半径两两不等，则它们的位似中心共线。
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第一天

1.  n 是一个正整数，设 a[1],a[2],...,a[k] (k≥2) 是 k 个不同的属于 {1,2,...,n} 的正整数，满足 n 整除 a(a[i+1]-1) 对任意 i=1,2,...,k-1 成立。

  证明：n 不整除 a[k](a[1]-1)。

2.  设三角形 ABC 的外心为 O 。点 P,Q 分别是线段 CA,AB 上的点。设 K,L,M 分别是线段 BP,CQ,PQ 的中点。

  如果直线 PQ 与 三角形 KLM 的外接圆相切，证明 OP=OQ 。

3.   设 s[1],s[2],s[3],...... 是一个严格单调递增的正整数数列，满足其子数列 s[s[1]],s[s[2]],s[s[3]],...... 和 s[s[1]+1],s[s[2]+1],s[s[3]+1],...... 都是等差数列。

  证明数列s[1],s[2],s[3],......也是一个等差数列。

第二天

4.  在三角形 ABC 中， AB=AC ， ∠CAB 和 ∠CBA 的角平分线分别交 BC,AC 于点 D,E 。

  设 K 是三角形 ACD 的内心， ∠BEK=45° ，求 ∠BAC 。

5.  求所有正整数集到正整数集的映射 f ，满足对任意正整数 a,b ，

  存在一个非退化的三角形其三边长为 a,f(b),f(b+f(a)-1) 。

6.  设 a[1],...,a[n] 是 n 个互不相同的正整数， M 是一个不包含 s=a[1]+a[2]+...+a[n] 的 n-1 元正整数集。

  一只蚱蜢在实轴上跳跃，它从 0 点开始，向右跳跃 n 次，其长度为 a[1],a[2],...,a[n] 的一个排列。

  证明：存在一种跳法，使得蚱蜢不落在任何一个 M 中的点上。
1. 证明：反证法，反设 n|a[k](a[1]-1)

引理：n|a(b-1) n|b(c-1) => n|ab(c-1)-(c-1)a(b-1)=a(c-1)

因此，只要考虑k=2的情形就足够了，n|a[1](a[2]-1) n|a[2](a[1]-1) => n|a[1](a[2]-1)-a[2](a[1]-1)=a[1]-a[2]，这和a[1]，a[2]是不同的属于 {1,2,...,n} 的正整数矛盾。
2. 证明：延长 OP 交 ABC 外接圆于 P1，P2，延长 OQ 交 ABC 外接圆于 Q1，Q2，不失一般性可以假设 P1，Q1 分别是离 P，Q 较近的交点。

PQ于KLM外接圆相切 => 角LKM = 角LMP = 角QPA 和 角KLM = 角KMQ = 角PQA => APQ 与 MKL相似 => AP/AQ = MK/ML = QB/PC => AP*PC = AQ*BQ。由于 PP1*PP2 = AP*PC 和 QQ1*QQ2 = AQ*QB，所以 PP1*PP2 = QQ1*QQ2。而 PP1+PP2 与 QQ1+QQ2 都等于 ABC 外接圆直径，于是 PP1 = QQ1，从而 OP = OQ

3. 证明：首先 s[k+1]-s[k] 是有界的，有下届由 s[k] 严格单调递增显然，加入没有上界，那么 s[s[k+1]]-s[s[k]] >= s[k+1]-s[k] 也无上界，和 s[s[k]] 是等差数列矛盾。

另一方面，s[s[k]] 和 s[s[k]+1]这两个等差数列的公差相等，否则如果前者公差较大，当k足够大可以推出 s[s[k] > s[s[k]+1]，如果后者公差较大，则可以推出 s[s[k]+1] > s[s[k+1]]，与s[k]的严格单调性矛盾。因此，我们进一步可以得到 s[s[k]+1]-s[s[k]] 是常数。

现在假设 s[m+1]-s[m] = a 和 s[n+1]-s[n] = b 分别是 s[k+1]-s[k] 的最大最小值，那么a >= b 而且

s[s[m+1]]-s[s[m]] = (s[s[m+1]] -s[s[m+1]-1]) + (s[s[m+1]-1] - s[s[m+1]-2]) + ... + (s[s[m]+1] - s[s[m]]) >= (a-1)b + (s[s[m]+1] - s[s[m]])

s[s[n+1]]-s[s[n]] = (s[s[n+1]] -s[s[n+1]-1]) + (s[s[n+1]-1] - s[s[n+1]-2]) + ... + (s[s[n]+1] - s[s[n]]) <= (b-1)a + (s[s[m]+1] - s[s[m]])

由s[s[m+1]]-s[s[m]] = s[s[n+1]]-s[s[n]] 和 (s[s[m]+1] - s[s[m]]) = (s[s[n]+1] - s[s[n]]) 我们可以推出 (b-1)a >= (a-1)b，从而 b >= a，这说明 a = b，也就是s[k]是等差数列

4. 证明：假如 BE 与 CA 垂直，那么容易得出 ABC 是等边三角形，从而 角CAB = 60度。

假如 BE 与 CA不垂直，那么假设 ABC 的内心为 I（BE 与 AD 的交点），作 IF 垂直于AC。可以得到 F 与 E 不重合，而由对称性可知 角IFK = 角IDK = 45度，从而 角IFK = 角IEK，因此 I, K, F, E 四点共圆，因此 CK*CI = CF*CE = CD*CE。这等价于 CK/CD = CE/CI。而 CI是角平分线，因此 三角形CKD 与 三角形 CEI 相似，所以 角CIE = 角 CDK = 45 度。从而可以得出 三角形ABC 的两个底角等于 45度，而 角CAB 等于90度。

5. 证明：存在非退化的三角形三边长为 a, f(b), 和 f(b+f(a)-1) 等价于

a+f(b) >= f(b+f(a)-1)+1 ... (1)

a+f(b+f(a)-1) >= f(b)+1 ... (2)

f(b)+f(b+f(a)-1) >= a+1 ... (3)

在 (1) (2) 中让 a = 1 可以得到 1+f(b) >= f(b+f(1)-1)+1 和 f(b+f(1)-1)+1 >= 1+f(b)，也就是说

f(b) = f(b+f(1)-1) ... (4)

假如 f(1) > 1，那么从这个条件我们可以得出f(n) 是有界的，上界为 f(1), f(2), ... f(f(1)-1) 中的最大值，在 (3) 中让 a 足够大可以得出矛盾。因此f(1)=1。

接下来让 b = 1，和前面类似，从 (1) (3) 可以得到 f(f(a)) = a。进一步，从这个条件我们可以得出 f(n) 是双射以及对于任意 n > 1 都有 f(n) != 1。

由 (1) 可以推出 k(a-1)+f(b) >= (k-1)(a-1)+f(b+f(a)-1) >= ... >= f(b+k(f(a)-1))，因此，我们可以推出 对于任意的 n <= (k+1)(f(a)-1)，都有 f(n) <= max{f(1), f(2), ... , f(f(a)-1)} + k(a-1)，假如 f(a) > a 的话，会导致k足够大的时候像集比原像集小，和 f 是双射矛盾。从 f(a) <= a 和 f 是双射可以推出 f(a) = a。

6. 证明：为了方便我们把M里的点称为陷阱。用归纳法，n = 1, 2的时候显然。

下面假设命题对任意 n < k 成立，我们考虑 n = k 的情形。先考虑所有步长从小到大排列，不妨设 a1 < a2 < ... < an。从原点开始往正方向数，考虑第一次所经过的陷阱个数超过步数的那一步，不妨设为第 i 步。

假如 i = n，那么考虑两种情况，假如 s-an 不在 M 里，那么对于前 n-1 步用归纳假设即可。否则，除了 s-an 以外，还有 n-2 陷阱，我们考虑把a1, a2, ... , an-1 中的某一个放在最后一步，而把 an 放在倒数第二步。由于 s-an-aj 不可能是大于等于 s-an 的数，而 s-aj 不可能是小于等于 s-an 的数，我们可以得出存在一个 aj，使得 s-aj 和 s-an-aj 都不是陷阱。而从我们对于 i 的选取方法我们知道 [s-an, s] 这个区间里至少有两个陷阱，于是这时候再对前 n-2 步在 [0, s-an-aj] 区间里用归纳假设即可。

i = 1的情况也是类似的。

下面假设 i < n，我们考虑前 i-1 个陷阱，和前面的讨论类似，存在前 i 步的一种排列，使得避开了前 i-1 个陷阱，而且最后两步至少覆盖了这 i-1 个陷阱中的两个。因此我们可以知道除了第 i-1 步和第 i 步之外，其他的 i-2 步都不会踩到后面 n-i 个陷阱。

假如第 i-1 步没有踩到陷阱，那么我们可以对最后的 n-i+1 步（也就是包括第 i 步）利用归纳假设，由于调整后第 i 步的步长不可能变小，所以调整后同样不会踩到前面的 i-1 个陷阱。

假如第 i-1 步踩到了陷阱，那么说明前 i-1 个陷阱都在第 i-1 步之前。因此，我们不妨假设第 i-1 步比第 i 步长，否则我们可以交换第 i 步和第 i-1 步，这样不影响前面 i-1 个陷阱，而第 i-1 步最坏情况下也只是和原来一样踩到后 n-i 个陷阱中的某个。这样一来第 i 步是后 n-i+2 步中最短的，而第 i-2 步次短，由于第 i-1 步踩到了陷阱，我们可以和前面类似的讨论，把后n-i-1 个步长中的某个和第 i-1 步交换，使得第 i-1 步不会踩到陷阱，由于原来的 i-1 步步长次短，这样调整不会影响前 i-1个陷阱。这时我们再对后面的 n-i 步用归纳假设就行了。
第十一章 数学之美——数学的广延性

11.1 美妙的自然对数e

e，一个奇妙的字符，在英语中是出现频率最高的字母。巧合的是，在自然界的种种现象中，凡是涉及连续变化的过程，几乎都离不开e的身影。

e的定义，
[image: image2216.emf]e = l i m n → ∞ ( 1 + 1 n ) n

，看似简单的表达式，蕴含着深刻的内涵。我们先来看一个“简单”的连续变化问题。
一个人有N升血，现要用M升新鲜血均匀输入体内，同时以同样的速度从体内抽血，即保持体内血液总量不变。假设血液瞬间混合均匀。问最后人体内新鲜血的比例？

读者可能会想，如果先输旧血，再抽血，问题会非常简单：输血后新鲜血比例变为
[image: image2217.emf]m m + n

,抽血多少不影响新鲜血比例。如果先抽血，那也很简单，比例为
[image: image2218.emf]m n

. 但如果同时进行，似乎无法考虑。我们不妨简化这个问题，把抽血和输血过程分为一个个部分，对每个部分，都先抽血，后输血，这样输血后总血量不变，便于计算比例；当部分趋于无穷小，即这样的部分数目趋向无穷大时，从极限的意义上考虑，就是“连续”的抽血、输血过程了。这种分成很多部分取极限的方法称为“小量分析”，在物理竞赛中有广泛的应用。
我们先考虑分成两个部分的情况。如果考虑新鲜血的多少，就会十分复杂，因为还有新血输入。但我们转换角度，考虑还剩多少旧血。旧血量的改变只发生在抽血时，故每次考虑从n升旧血比例为p的血液中抽出
[image: image2219.emf]m 2

升血，剩下的旧血量。则初始比例为1，第一次剩余
[image: image2220.emf]p = n - m / 2 n

，第二次剩余
[image: image2221.emf]p n - m / 2 n

,最后新血量为
[image: image2222.emf]1 - ( n - m / 2 n ) 2

.

下面考虑分成T个部分的情况。设
[image: image2223.emf]p 0 = 1 , p i = p i - 1 n - m / T n

.则迭代后有
[image: image2224.emf]p T = ( n - m / T n ) T

.上式化为
[image: image2225.emf]p T = ( 1 + - m / n T ) T

. 
[image: image2226.emf]l i m T → ∞ p T = e - m / n

 这里用到一个结论
[image: image2227.emf]l i m n → ∞ ( 1 + a n ) n = e a .

故最后新鲜血所占的比例为
[image: image2228.emf]1 - e - m n

.

我们欣喜的看到，在这个问题中，自然对数的底数e起到至关重要的作用。特别的，当m=n时，新鲜血占比例为1-1/e, 大约是0.632，也就是经过这样一次“换血”操作，有多于五分之三的血液被更新。这与读者的设想是否相符，可以考虑一下。

我们再来提出这样一个问题。取两枚相同的硬币，让一枚硬币在另一枚固定硬币外面作无滑动滚动。在运动的硬币边缘上做一个标记，则在运动一周回到起始点后，标记也会随着硬币边缘画出一条封闭的曲线。那么，这条曲线的周长是多少？

有兴趣的读者不妨试一试，最终获得的图形是一条“心形线”，十分美丽。它的周长就是硬币直径的8倍。很巧妙，这个值与在曲线中常出现的圆周率π无关。至于这个问题的求解，也要用到ln函数，就是自然对数，由于涉及较深的高等数学知识，此处不再展开。

在小学数学中，可能就有这样的问题：将一个数分成若干个数之和，使得这些数的乘积最大。我们都知道，尽量分解成3，最后剩下的分解成2+2. 那么，读者是否想过，为什么分解成3的乘积最大？从函数的角度考虑，就是求函数
[image: image2229.emf]f ( x ) = ( a x ) x

的极值。两边取对数得
[image: image2230.emf]l n f ( x ) = x l n a x .

两边求导数得
[image: image2231.emf]f ' ( x ) f ( x ) = l n a x + 1 .

即
[image: image2232.emf]f ' ( x ) = ( a x ) x ( l n a x + 1 )

.令f’(x)=0有
[image: image2233.emf]l n a x = - 1 ,

解得
[image: image2234.emf]x = a e

.这就是说，当a分解成e的和时，所得乘积最大。于是，3是最接近e的数，故整数应尽量分解为若干个3的和。

很多人也许接触过这样的问题，在一条长为l的不断以速度v伸长的橡皮筋上，一只蚂蚁从固定的一端开始，以恒定的速度s向另一端爬去。问蚂蚁爬到另一端所需的时间。

我们仍然通过小量分析来解决这个问题。如果把橡皮筋然全长定为1，那么不管橡皮筋拉多长，都是1。这里用了一种重要的数学思想，就是设全体为“1”，根据总体求部分。拉长的结果是让蚂蚁的速度下降为原来的
[image: image2235.emf]1 1 + v t

. 蚂蚁在t时刻的速度是
[image: image2236.emf]s 1 + v t

. 则蚂蚁在微小的时间段dt内走过的路是
[image: image2237.emf]s 1 + v t d t

.则蚂蚁从0时刻走到t时刻的路程为
[image: image2238.emf]∫ t 0 s 1 + v t d t

.由于
[image: image2239.emf]∫ t 0 s 1 + v t d t = s v l n ( 1 + v t )

, 由于全长为1，解方程
[image: image2240.emf]s v l n ( 1 + v t ) = 1

, 得
[image: image2241.emf]t = 1 v ( e v s - 1 )

.显然，上式结果t为正值。于是，不论蚂蚁的速度多慢，蚂蚁总能爬到橡皮筋的另一端，只是可能需要很长的时间。

此问题相当于调和级数求和。我们今天发现的调和级数悖论则是芝诺悖论（阿基里斯追不上乌龟）的又一个很巧妙的翻版。欧拉在1734年，利用牛顿的成果，首先获得了调和级数有限多项和的值。结果是：1+1/2+1/3+1/4+...+1/n= ln(n+1)+r(r为常量)。r的值，约为0.577218。这个数字就是后来称作的欧拉常数。

类似的，我们可以提出另一个问题，如果蚂蚁开始位于橡皮绳中间，向固定端爬去，会有什么现象发生？这个问题是显然的，如果蚂蚁的速度比橡皮绳伸长的速度还慢，则会不断远离固定端，永远不能到达；若速度比伸长速度快，则会逐渐接近固定端；若速度与伸长速度恰好相等，则会永远在同一个初始位置。有兴趣的读者可以考虑到达固定端的时间。

为什么自然对数e有如此大的“威力”？事实上，这源于一个积分公式
[image: image2242.emf]∫ x 0 d x x = l n x

.在反映自然界种种现象的函数中，往往要确定微分方程，就是这个状态与上个状态相联系的“递推式”，应用到连续变化上，只要存在形如
[image: image2243.emf]∫ f ' ( x ) d x f ( x )

的项，就会产生ln这个以e为底的对数。而在物理学中，速度与位移的关系、力与速度的关系都是导数关系，所以这样的对数不会少见。“自然对数”这个名称，就是因它反映“自然”的规律而得名。

11.2 奇特的黄金分割

1，1，2，3，5，8，13，21……这样一个数列，蕴藏着怎样的玄机？

不妨对相邻的两个数做除法，发现他们的比值越来越接近
[image: image2244.emf]5 - 1 2 = 0 . 6 1 8 . . .

事实上，求出递推数列
[image: image2245.emf]a n = a n - 1 + a n - 2

的通项公式，就知道“黄金分割”的来历。
有趣的是，构造数列
[image: image2246.emf]a n = [ 5 - 1 2 n ] , b n = [ 5 + 1 2 n ]

这两个数列恰好补充不漏的覆盖整个正整数集；性质：对任意
[image: image2247.emf]n ∈ N + , a n + 1 = a n + 1 n ∉ { a i } , i = 1 , 2 , . . . n 2 n ∈ { a i } , i = 1 , 2 , . . . n

. 这是两道IMO试题的命题思想来源。

这是由于，一个著名的“贝蒂定理”：设a、b是正无理数且 1/a +1/b =1。记P={ [na] | n为任意的正整数}，Q={ [nb] | n 为任意的正整数}，则P与Q是Z+的一个划分，即P∩Q为空集且P∪Q为正整数集合

证明：因为a、b为正且1/a +1/b=1，则a、b>1，所以对于不同的整数n，[na]各不相同，类似对b有相同的结果。因此任一个整数至多在集合P或Q中出现一次.　　

下证P∩Q为空集；(反证法)假设k为P∩Q的一个整数，则存在正整数m、n使得[ma]=[nb]=k.即k < ma，nb<k+1，等价地改写不等式为m/(k+1)< 1/a < m/k及n/(k+1)< 1/b < n/k.相加起来得 (m+n)/(k+1) < 1 < (m+n)/k，即 k < m+n < k+1.这与m、n为整数有矛盾，所以P∩Q为空集. 

下证Z+=P∪Q；已知P∪Q是Z+的子集，剩下来只要证明Z+是P∪Q的子集. (反证法)假设Z+\(P∪Q)有一个元素k，则存在正整数m、n使得[ma]< k <[(m+1)a]、[nb]< k <[(n+1)b]. 由此得ma < k <=[ (m+1)a]-1<(m+1)a -1，类似地有nb < k <=[ (n+1)b]-1<(n+1)b -1. 等价地改写为 m/k < 1/a < (m+1)/(k+1)及n/k < 1/b < (n+1)/(k+1)。两式加起来，得(m+n)/k < 1 < (m+n+2)/(k+1)，即m+n < k < k+1 < m+n+2.这与m, n, k皆为正整数矛盾.

所以Z+=P∪Q.
我们看到，令
[image: image2248.emf]a = 5 + 1 2 , b = 5 + 3 2

,恰好满足“贝蒂定理”的条件，于是构造出两个“互补”的数列. 至于第二个性质，是由于在将1,2,...依次排入两个数列时，不属于a数列的自动进入b数列，占据了一个数，而b数列中没有两数连续，故此时a数列相邻两项差为2. 其余时a数列各项为连续正整数. 事实上，对每个
[image: image2249.emf]a i

,
[image: image2250.emf]a a i + 1 - a a i = 2

,此时
[image: image2251.emf]b i = a a i + 1

.更巧妙的是，
[image: image2252.emf]b n = a n + n .

但若取a,b为其他无理数，则难以找到如此巧妙的性质。

有一种取石子游戏：两堆石子分别有m、n个，两人轮流取石子，或从一堆中取若干个，或从两堆中取同样多个。最后取完所有石子者获胜。问先取者是否有必胜策略？

我们惊奇的看到，当m、n分别是上述数列的
[image: image2253.emf]a i , b i

时，后取者有必胜策略；否则先取者有必胜策略。原理十分简单。我们称一个状态
[image: image2254.emf]( a i , b i )

为胜状态，其他(a,b)为败状态。对任意状态(a,b)，若为胜状态，则经过一次操作，由于两个数列无重复项，从一堆中取显然不能到另一个胜状态；从两堆中取，没有两个胜状态的石子数之差相等，也不可能到胜状态。而从败状态出发，总有一种取法使得成为胜状态，由于两个数列递增，若状态中的一个数存在于对应数列a、b中，则取走另一堆中多余的棋子；若状态中的两个数都不在对应数列中，则取走相同数目，让较少的一堆棋子数成为a数列中的元素，则此时另一堆棋子数必在b数列中。由此，必胜策略的原理得证。

来源于黄金分割的斐波那契数列，与正整数的分拆有关。每个正整数都可以唯一表示为若干个不相邻的斐波那契数之和。首先证明存在性。采用数学归纳法。正整数较小时显然。假设对不大于Fn的正整数成立，则对
[image: image2255.emf]( F n , F n + 1 )

的正整数m，
[image: image2256.emf]F n < F n + 1 = F n + F n - 1 , m - F n < F n - 1

符合归纳假设，能表示为
[image: image2257.emf]F n

与若干个不大于
[image: image2258.emf]F n - 2

的正整数之和，满足题意。下面证明唯一性。假设对某个
[image: image2259.emf]F n < m < F n + 1 ,

其分解式中没有
[image: image2260.emf]F n

，则最大为
[image: image2261.emf]F n - 1

，后面所有不相邻的斐波那契数之和不大于
[image: image2262.emf]F 1 + F 3 + . . . + F n - 1 = F n - 1

（左右两边都加上1即可归纳证明），矛盾。这个性质使得采用“斐波那契基”表示正整数，类似进制的用法，成为可能。而其他二阶递推数列并没有如此巧妙的性质。
在众多国家的国旗中，五角星被广泛应用。这是由于五角星的线段长度之比符合黄金分割，显得十分美观。黄金分割的美学价值已被世人所公认，此处不再赘述。

黄金分割比0.618...在统筹规划中有重要应用。（引用自唐起汉《黄金分割法最优性的初等证明》，中学数学月刊2003 年第2 期）首先将统筹规划问题归结成以下数学形式:

设y = f (x ) 是区间[a, b ]上的一个函数, 如有一点m 属于[a, b ]使f (x 1) < f (x 2) < f (m ) , 当a< x 1< x 2<m 时;f (m ) > f (x 1) > f (x 2) , 当m < x 1< x 2<b 时,则f (x ) 叫做区间[a, b ]上的一个单峰函数, 点m 叫做好点.设y = f (x ) 是区间[a, b ]上的一个单峰函数, 问题在于, 在实际问题中f (x ) 的表达式并不清楚. 我们旨在找到一个适用于各种单峰函数的最佳安排试验的方法. 

根据单峰函数的特点, 显然可用来回调试法缩短试验范围, 减少试验次数, 去找f (x ) 的好点m : 先取一点x 1 做试验得y 1 = f (x 1) , 再取一点x 2 做试验得y 2 =f (x 2) , 如果y 1< y 2, 就去掉[a, x 1 ]; 在留下的区间[ x 1, b ] 内取一点x 3, 做试验得y 3 =f (x 3) , 如果y 2> y 3, 就去掉[x 3, b ]; 再在留下的区间[ x 1, x 3 ]内取一点x 4 做试验; ⋯不断做下去, 就逐渐接近所要找的好点m.问题在于, 怎样取试验点x 1, x 2, ⋯才能做到通过尽可能少的试验找出好点? 实际应用中, 常采用对称来回调试法(俗称“折纸法”) , 即选取新的试验点使其与留下的试验点在区间内对称. 这样一来, 就归结为怎样取第一个试验点x 1 效果最好? 

可以把
[image: image2263.emf]x i

 ( i= 1, 2, ⋯, n) 表示为连分数形式

[image: image2264.emf]x 1 = 1 a 1 + 1 a 2 + 1 a 3 + . . . + 1 a n + r n a n + r n - 1

.如取
[image: image2265.emf]x 1

作为第一个试验点，做k+ak次试验后，留下范围的长度为
[image: image2266.emf]x 1 , x 2 , . . . x k

,此处
[image: image2267.emf]x i = 1 1 + 1 1 + . . . + 1 a i + θ


经归纳推导得，
[image: image2268.emf]a m = F m - 1 + b F m - 2 F m + b F m - 1

.其中F表示斐波那契数。
则
[image: image2269.emf]a 1 a 2 . . . a n = 1 F m + b F m - 1 .

即从
[image: image2270.emf]x 1

出发做
[image: image2271.emf]k + a k

次试验留下的长度为
[image: image2272.emf]1 F k ( a k - 1 + θ ) + F k - 1

.
故取
[image: image2273.emf]ω = 1 1 + 1 1 + . . . + 1 1 + θ

作为第一个试验点效果最好。上述连分数的第m个渐进分数，恰好是
[image: image2274.emf]F m - 1 F m

, 其极限为
[image: image2275.emf]5 - 1 2

.

于是，华罗庚先生的“0.618法”的最优性得证。这个方法比传统的“二分法”效率更高。

.

同样的，在信息学中的“顺序表查找问题”中，“0.618法”也有其重要应用。在传统的二分查找方法中，每次比较区间中点与待查找值，若相等则结束，否则再根据大小确定下一步搜索针对的区间。这样一来，每次将问题的复杂度缩小一半，整体复杂度为
[image: image2276.emf]O ( l o g 2 n )

.

如果把“区间中点”改为区间左右端点的黄金分割位置，效率会有所提高，但并不明显。下面介绍一种类似“三分搜索”的方法。

对待搜索区间[a,b], 分割为三个更小的查找区，分割点为a+0.618*(b-a), b-0.618*(b-a). 若分割点或端点的值与待查找值相同，则成功；否则找到三个区间中合适的区间继续搜索。实践证明，这种“0.618法”的“三分搜索”效率优于二分搜索。这再次表明，黄金分割在搜索理论、优选理论中的重要作用。

黄金分割，因其恰好是系数绝对值均为1的二次方程
[image: image2277.emf]x 2 + x - 1 = 0

的根，展现出十分美妙的性质。诸如杨辉三角、组合数等方面，与斐波那契数列、黄金分割有密切关系，有兴趣的读者可进一步探究。

11.3 物理中的数学

数学是物理学的基础，除了前面介绍过的自然对数，还有很多有趣的物理学问题需要用数学方法解决。下面我们看一个生活中的例子。

在日常生活中，腿长的人行走时往往比腿短的人快，但跑步时却没有明显的不同。

我们采用物理模型讨论这个问题。对于自然行走，腿可认为是自由摆动的单摆。摆动物体以其顶端为悬挂点，自由运动周期为
[image: image2278.emf]T = 2 π I m g s .

其中，I为摆的转动惯量，m为质量，s为转轴到质心的距离。引入“有效长度”
[image: image2279.emf]L = I m s

,则
[image: image2280.emf]T = 2 π L g

.假定有效长度正比于人腿的实际长度。把需要最少肌肉能量的步态作为近似的第一步，而每走一步的时间是周期T的一半，故行走的速度与
[image: image2281.emf]L T / 2 , L

成正比。故
[image: image2282.emf]v ∝ L

.上面的推理假设了“最小能量损耗”，但确实被人们的日常经验所证实。

当分析跑步的情况时，腿的运动不再是自由摆动，而是肌肉对支点的力作用下的受迫振动。我们假设，腿部肌肉所提供的力F，与腿长L的平方成正比。这是由于腿的相对比例相同，而F取决于腿肌肉的横截面积。故力矩
[image: image2283.emf]a ∝ F L ∝ L 3

.由于物体的质量与其线度的立方成正比，故
[image: image2284.emf]I ∝ m L 2 ∝ L 5

.由物理学定理，受迫振动周期
[image: image2285.emf]T ∝ I a

.代入得
[image: image2286.emf]T ∝ L

.而跑步速度
[image: image2287.emf]v ∝ f L ∝ L T ∝ 1

.故跑步时的速度与腿的长短没有太大的关系。因此，在赛跑中，有的身材矮小的选手能取得不错的成绩，也就不足为奇了。

物理学的分析，一般是粗略的、模型化的。在上例的分析中，很多次要因素被忽略，这也是物理学研究的一大特点。在数学中，有时用到物理学的思想“小量分析”，也可称上是物理在数学中的应用。再如，证明不等式中的“微扰法”，在平衡位置附近偏移一个小量，观察函数值的变化趋势，就是从物理中转移过来的。
11.4 化学中的数学

高等数学知识，在化学中有广泛的应用。主要是关于分子、原子的种种理论中要用到统计学、概率论相关知识，在化学中的连续变化与微积分密切相关。

例如，统计力学中有高等数学的基础。量子化学的方程全是靠算积分和矩阵解的。分子力学里面全是基于牛顿力学的高等数学方程。还有物理化学中也有广泛应用，比如化学热力学、化学动力学、表面化学中很多公式的推导。

我们考虑最简单的分子无规则扩散运动。假设空间中有100个分子（当然，实际的分子数要远多于这个数目），开始位于封闭空间的一侧。假设这些分子是随机运动的，则经过很长一段时间后，由于每个分子的位置都是随机选择的，各分子又互不相同，100个分子共有
[image: image2288.emf]2 1 0 0

种不同方法。都在左边，有1种可能；1个在左边，99个在右边，有100种可能；m个在左边，100-m个在右边，有
[image: image2289.emf]C m 1 0 0

种可能；两边平均分配，可能性最大，有
[image: image2290.emf]C 5 0 1 0 0

种。用可能数除以总数
[image: image2291.emf]2 1 0 0

，就得到分子分布的概率。在坐标系中连接这些点，就能形成一条“钟”型曲线，称为“正态分布”曲线。严格的说，对于有限量，只能称为“二项分布”。
在曲线上可以清楚的看到，中间最平均的部分概率较大，随着不平均度的增加，概率迅速减小，当极不平均时，概率趋近于零，可以忽略。在上例中，45-55都是有较大可能的；而25以下或75以上，概率几乎为零。其中还有著名的“3σ 原则”。也就是说，多个分子总是趋向平均分布的。在实际气体中，分子数目都在
[image: image2292.emf]1 0 2 0

以上，则平均分布的趋向性更大。因此，气体看起来总是混合均匀的，其中包含着深刻的统计学原理。

一般来说，如果一个量是由许多微小的独立随机因素影响的结果，那么就可以认为这个量具有正态分布。这样，生产与科学实验中很多随机变量的概率分布都可以近似地用正态分布来描述。事实上，正态分布是二项分布的可能选择数趋向无穷时的极限；二项分布代表了随机变量在一定取值范围内的概率分布，是由组合公式决定的；而在自然界的事件中，影响因素往往多而复杂，且常为连续性选择、变化，可以认为服从正态分布。

在化学热力学研究中，数学的统计理论是必不可少的。

11.5 生物中的数学

“生物数学”是一门新兴的学科。生物数学是生物学与数学之间的边缘学科。它以数学方法研究和解决生物学问题，并对与生物学有关的数学方法进行理论研究。

由于生命现象复杂，从生物学中提出的数学问题往往十分复杂，需要进行大量计算工作。因此，计算机是研究和解决生物学问题的重要工具。生命现象数量化的方法，就是以数量关系描述生命现象。数量化的实质就是要建立一个集合函数，以函数值来描述有关集合。模糊集合适合于描述生物学中许多模糊现象，为生命现象的数量化提供了新的数学工具。

这里，又要涉及到“模糊数学”的相关知识。很多人或许认为，数学是要求“严密”的，“模糊数学”就是“想当然”“不清不楚”，这种想法是错误的。在模糊集合中，给定范围内元素对它的隶属关系不一定只有“是”或“否”两种情况，而是用介于0和1之间的实数来表示隶属程度，还存在中间过渡状态。比如“老人”是个模糊概念，70岁的肯定属于老人，它的从属程度是 1，40岁的人肯定不算老人，它的从属程度为 0，按照查德给出的公式，55岁属于“老”的程度为0.5，即“半老”，60岁属于“老”的程度0.8。查德认为，指明各个元素的隶属集合，就等于指定了一个集合。当隶属于0和1之间值时，就是模糊集合。由于现代科技所面对的系统日益复杂，模糊性总是伴随着复杂性出现。从认识方面说，模糊性是指概念外延的不确定性，从而造成判断的不确定性。

比如描述生物种群增长的Logistic方程，就能够比较正确的表示种群增长的规律。从数学角度分析，这是一个微分方程
[image: image2293.emf]d N d t = r N ( 1 - N K )

,其中K为环境容纳量，N为物种实际数目，r为该种群的内禀增长率，是由物种本身性质和所处环境状态决定的常数。从中学角度考虑，可简化为递推公式
[image: image2294.emf]p n + 1 = k p n ( 1 - p n )

,其中参数
[image: image2295.emf]k ∈ ( 0 , 4 )

.这是一个著名的“没有通项公式”的递推关系。不妨设
[image: image2296.emf]p 1 = 0 . 5

. 当
[image: image2297.emf]k ∈ ( 0 , 2 )

时，数列p递减，趋近于0，图像类似反比例函数，开始减少速度很快，然后逐渐减慢；当k=2时，显然数列每项均为0.5；当
[image: image2298.emf]k ∈ ( 2 , 3 )

时，数列p将在分别位于（0，0.5），（0.5，1）的两个值之间摆动，最终趋向于中间值0.5；当
[image: image2299.emf]k ∈ ( 3 , 4 )

时，数列p的变化规律较为复杂，随着k的增大，数列的变化越来越随机；尤其是
[image: image2300.emf]k ≥ 3 . 8

时，几乎无规律可循，可认为是随机数列，产生“混沌”现象。目前，数学家正在对这个递推数列的性质进行深入研究。

r 和K 这两个参数对于自然选择和进化类型的研究,具有十分重要的意义, 可把生物分为r -对策者和K - 对策者两大类. 属于r - 对策者的生物,例如易于造成大规模危害的害虫, 害鼠等,在自然选择中的进化方向是有利于提高r 值. 它们的r 值通常很大,生殖力很高,个体小,寿命短,死亡率高,因此该种群密度波动剧烈,常易形成大规模的死亡。属于K - 对策者,如虎,狮等大型兽类,昆虫中长寿命的热带蝶类等,在自然选择中的进化方向是r 值减小,种群数量保持在K值邻近,繁殖力较低,个体较大,寿命较长,种群数量稳定,而在这两种类型之间, 具有各种不同程度的中间类型。（上段引用自龚军辉《Logistic 方程的推导及其生物学意义》，中学教学2008年2月）由此可见，数学分析在生物学中有广泛应用。

通过描述捕食与被捕食两个种群相克关系的洛特卡-沃尔泰拉方程，从理论上说明：农药的滥用，在毒杀害虫的同时也杀死了害虫的天敌，从而常常导致害虫更猖獗地发生。这是两个一阶非线性微分方程
[image: image2301.emf]d x d t = x ( a - b y ) , d y d t = - y ( p - q x ) .

其中y 是掠食者（如狼）的数量；x 是猎物（如兔子）的数量；dy/dt 与 dx/dt 表示上述两族群相互对抗的时间之变化； t 表示时间；a,b,p,q表示与两物种互动有关的系数，皆为正实数。此方程式拥有周期性的解，且无法简单地以常用的三角函数表达。不过经过线性近似的过程之后，掠食者与猎物的族群大小变化可以表达成两个简谐运动的图形，差距为90度。

在此模式系统中，当猎物数量充足的时候，掠食者的族群也会兴旺起来。不过掠食者的族群最后仍然会因为超过猎物所能供给的数量而开始衰减。当掠食者的族群族群缩减，则猎物族群将会再次增大。两者的族群大小便以周期性的成长与衰减进行循环。我们注意到，当
[image: image2302.emf]y = a b , x = p q

时，两个种群能够一直维持下去现在的数目，达到一种平衡，这就是方程的“不动点”。
还有一类更一般的方程类型，称为反应扩散方程的数学模型在生物学中广为应用，它与生理学、生态学、群体遗传学、医学中的流行病学和药理学等研究有较密切的关系。60年代，普里戈任提出著名的耗散结构理论，以新的观点解释生命现象和生物进化原理，其数学基础亦与反应扩散方程有关。 

耗散结构理论可概括为：一个远离平衡态的非线性的开放系统通过不断地与外界交换物质和能量，在系统内部某个参量的变化达到一定的阈值时，通过涨落，系统可能发生突变即非平衡相变，由原来的混沌无序状态转变为一种在时间上、空间上或功能上的有序状态。这种在远离平衡的非线性区形成的新的稳定的宏观有序结构，由于需要不断与外界交换物质或能量才能维持，因此称之为“耗散结构”。例如人体，以至一切生物，都是“耗散结构”。
耗散结构理论，需要引入重要的“熵”的概念，简单的说，就是“混乱度”的意思。讨论需要使用热力学第一定律、热力学第二定律，以及微积分的有关知识，本文不再展开。
11.6 信息学中的数学

在信息学竞赛中，许多问题更是与数学息息相关。在组合数学书籍中，一般都有这样的语句“随着计算机科学的发展，组合数学也逐渐得到发展进步”。可见数学与信息学是紧密相关的。事实上，学习信息学竞赛，需要的数学基础，尤其是高等数学，并不比数学竞赛少。

事实上，信息学竞赛对抽象思维的要求，甚至比数学还高。因为数学竞赛往往面对的是具体问题、具体数字，只需要对这一种情况进行考虑，遇到特殊情况临时解决即可。而信息学竞赛是编程题目，计算机面对的是可能性众多的数据，而程序是选手事先写好的，不可能让计算机“随机应变”，故选手必须提前考虑好所有可能，找到解决此类问题的通用解法。所以，信息学竞赛无论是题目描述，还是解答、程序，都远比数学题长。

在大千世界中，我们所面对的事物形形色色，扑朔迷离。它们都是由许多信息构成的。这些现实世界中对客观问题表面的自然语言描述，称为信息原型。当然，在信息学竞赛中我们所面临的问题也是信息原型。信息原型本身是由扑朔迷离的信息构成，掩盖了其重要的属性。我们因而无法直接从信息原型入手找到问题的答案。为此，我们就需要一种方法来“改造”信息原型，使之既具有原来的重要属性，也具有可研究性。

于是，我们试图将信息原型的属性一起转移到一个模型中。模型即是对客观问题属性的模拟。显然，这个对应出的模型可以说是信息原型的代表。我们就可以对这个模型进行研究。

用什么方法将信息原型对应到模型上去呢？我们期望运用数学方法。这样对应出的模型即具有原问题的属性又具有数学的可研究性。我们称之为数学模型。数学模型：运用数学语言对信息原型通过抽象加以翻译归纳的产物叫做数学模型。

信息原型是现实的问题，对应到的数学模型又是理论上的模型，对该模型进行研究使我们得出了现实问题的解。这就是信息学竞赛中解题的简单过程：现实——理论——现实。

数学模型是人们解决现实问题的有力武器。人们把现实问题经过科学地抽象、提炼得到数学模型，再用数学方法去解决。数学模型可分为离散和连续两种。连续数学模型需要大量的高等数学知识，中学生很少接触。在信息学竞赛经常出现的则是离散数学模型。

对于同一个现实问题，可能可以建立不同的数学模型。这种现象十分普遍，也就是平时所说的一题多解。既然如此，这里有必要讨论一下数学模型的选择问题，其实也就是评判一个模型好坏标准的问题。一个好的数学模型不仅要能够准确地反映出现实模型（可靠性），所建立的模型还必须能够被有效地解决（可解性）。这里“有效”指的是解决它的算法所需的空间与时间都在可以承受的范围之内。通常在解一些要求最优解或要求准确计数的一类具有唯一正确解的试题时，我们一般在保证可靠性的前提下，尽量提高模型的可解性。若几个模型都具有可靠性，则当然可解性越强的模型越好。

一个模型可能同时适用于多个现实问题。这也就是我们要研究数学模型的主要原因之一。我们解决一个数学模型就相当于解决了一类问题。比如说，最短路径问题，可谓在现实生活中无处不在，例如在城市交通网中，求两点间的最短路径；网络流的模型也有着很高的实用价值，例如城市的供水网络能够有多大的流量。这些数学模型的解决使得许多实际问题迎刃而解。然而，数学模型的解决只是解决一个现实问题的一半，另一半就是如何将现实问题转化为一个已经解决的数学模型，即如何建模。建模在现实与抽象之间起着桥梁的作用。尤其在竞赛中，后者有时显得更为重要。

要能够建立数学模型，首先必须熟悉一些经典的数学模型及其算法。这是建模的基础，没有这个基础则根本谈不上建立什么数学模型。竞赛中许多问题最终都可以转化为经典的数学模型，因此必须掌握这些常见的模型。其次建立数学模型需要选手有把实际问题相互联系，类比的能力。数学模型之间必然存在着一些相同或相似。相互联系、类比是发掘这些信息的有效手段。

下面我们举几个例子，说明数学模型的建立与应用。

例1 对n*n的方阵，每个小格可涂m种颜色，求在旋转操作下本质不同的图像个数。

分析 我们可以在方阵中分出互不重叠的长为
[image: image2303.emf][ n + 1 2 ]

，宽为
[image: image2304.emf][ n 2 ]

的四个矩阵。当n为偶数时，恰好分完；当n为奇数时，剩下中心的一个格子，它在所有的旋转下都不动，所以它涂任何颜色都对其它格子没有影响。令m种颜色为0~m-1，我们把矩阵中的每格的颜色所代表的数字顺次(左上角从左到右，从上到下；右上角从上到下，从右到左；……) 排成m进制数，然后就可以表示为一个十进制数，其取值范围为
[image: image2305.emf][ 0 , m [ n 2 4 ] - 1 ]

. (因为
[image: image2306.emf][ n 2 ] * [ n + 1 2 ] = [ n 2 4 ]

) 这样，我们就把一个方阵简化为4个整数。我们只要找到每一个等价类中左上角的数最大的那个方案(如果左上角相同，就顺时针方向顺次比较) .

进一步考虑，当左上角数为i时,令
[image: image2307.emf]R = m [ n 2 4 ]

 0(i(R-1，可分为下列的4类：其它三个整数均小于i，共i3个。右上角为i，其它两个整数均小于i，共i2个。右上角、右下角为i，左下角不大于i，共i+1个。右下角为i，其它两个整数均小于i，且右上角的数不小于左下角的，共i(i+1)/2个。此处的讨论中，要注意“最大性原则”，并考虑边界情况。
因此，

当n为奇数时，还要乘一个m .

由此我们就巧妙地得到了一个公式。但是，我们应该看到要想到这个公式需要很高的智能和付出不少的时间。另一方面，这种方法只能对这道题有用而不能广泛地应用于一类试题，具有很大的不定性因素。因此，如果能掌握一种适用面广的原理，就会对解这一类题有很大的帮助。

下面我们就采用Pólya定理。我们可以分三步来解决这个问题。

1．确定置换群。在这里很明显只有4个置换：转0(、转90(、转180(、转270(。所以，置换群G={转0(、转90(、转180(、转270(}。

2．计算循环节个数。首先，给每个格子顺次编号（1~n2），再开一个二维数组记录置换后的状态。最后通过搜索计算每个置换下的循环节个数，效率为一次方级。

3．利用Pólya定理得到最后结果。
[image: image2308.emf]L = 1 | G | ( m c ( g 1 ) + m c ( g 2 ) + . . . + m c ( g n ) ) .


由此可见，作为组合数学理论一部分的Pólya定理在信息学竞赛中得到应用。我们还可以看到，数学竞赛题与信息学竞赛题解题思维的不同。数学竞赛要求得出最终结果，所有计算过程都由人完成；而信息学竞赛只要求提供一种具体的、解决通用性问题的方法，具体计算工作则由计算机完成。这样，利用计算机的高速计算能力，可以简化问题的考虑步骤，完成很多人类无法完成的工作。

例2 方格取数问题。在n*n的方格纸中，每个格子中都有一个正整数。从中取出若干数，使得任意两个取出的数所在方格没有公共边，且取出的数的总和最大。

分析 本题可以抽象成一个图论问题。将每个格子看成一个顶点，填入的正整数为其权值；两个相邻格子之间连一条边。目标是求出一个顶点集合，使得其中任意两顶点没有边相连，且顶点的权值之和最大。这是图论中的著名问题，请读者思考。

例3 有n根柱子，现在有任意正整数编号的球各一个，请你把尽量多的球放入这n根柱子中，满足：①放入球的顺序必须是1,2,3…，且每次只能在某根柱子的最上面放球；②同一根柱子中，相邻两个球的编号和为完全平方数。请问，在n根柱子上最多能放多少个球？
分析 经简单的试验，可以发现一些规律。如果借助计算机程序，可以更快。令
[image: image2309.emf]f ( n ) = [ n 2 2 + n - 1 2 ]

，我们猜想f(n)为正确答案。根据n的奇偶性分类讨论，若n根柱子放了f(n)+1个球，考虑最大的n+1个球中最小两球数字和min、最大两球数字和max，则min、max夹在两个相邻完全平方数之间，故n+1个球的任意两个不能在同一柱子上，矛盾。具体地说，当n=2k+1时，

[image: image2310.emf]f ( n ) = 2 k 2 + 4 k + 1 , m i n = 4 k 2 + 6 k + 3 > ( 2 k + 1 ) 2 , m a x = 4 k 2 + 8 k + 1 < ( 2 k + 2 ) 2

；
当n=2k时，
[image: image2311.emf]f ( n ) = 2 k 2 + 2 k - 1 , m i n = 4 k 2 + 2 k - 1 > ( 2 k ) 2 , m a x = 4 k 2 + 4 k - 3 < ( 2 k + 1 ) 2 .


而使用贪心方法，即尽量往左边的柱子上放，依次寻找，能放则放，则利用数学归纳法，最后可放入f(n)个球。

例4 三维数码难题：给出n*n*n的立方体，恰好有一个方块为空，其他每个方块上写着
[image: image2312.emf][ 1 , n 3 - 1 ]

的不同数字。每次可以把一个与空位相邻的方块移动到空位中。给出初始状态、终止状态，问是否可以实现。

分析 我们先考虑二维数码难题。我们知道，如果只交换两个数字的位置，则肯定无法达到。对于此类变换问题，通常从奇偶性的角度考虑。

例5 给定n,m(n≥m)，从正n边形的顶点中选出m个，能组成多少个不同的m边形？若一个多边形可由另一个通过旋转、翻转、平移得到，则认为两个多边形相同。

分析 把每种旋转、翻转视作一种置换，看做若干个互不相交的循环，它的V值设为从置换中取出m个元素并使每个循环中的元素或同被取出，或都未被取出的方案数。最终答案即为所有置换的V值的平均数。

在顺时针旋转a格的置换中，循环的个数为(n,a), 每个循环的长度为n/(n,a). 对于翻转，当n为奇数时，只有一种情况，即[n/2]个循环长为2，一个长为1，由组合数公式，
[image: image2313.emf]V = C [ m / 2 ] [ n / 2 ]

.当n为偶数时，有n/2个置换使得n/2个循环长度均为2，此时若m为偶数，
[image: image2314.emf]V = C m / 2 n / 2

,否则V=0；有n/2个置换使得n/2-1个循环长为2，两个循环长为1，此时若m为偶数，
[image: image2315.emf]V = C m / 2 n / 2 - 1 + C m / 2 - 1 n / 2 - 1

; 否则
[image: image2316.emf]V = 2 C ( m - 1 ) / 2 n / 2 - 1

。故当n为偶数，m为奇数时，
[image: image2317.emf]V = n C [ m / 2 ] [ n / 2 ] - 1

；当n为奇数或n、m为偶数时，
[image: image2318.emf]V = n C [ m / 2 ] [ n / 2 ]

.所以旋转的所有置换的V值之和为
[image: image2319.emf]∑ L | ( m , n ) C m | L n | L φ ( L ) .

此处φ表示欧拉函数，(a,b)表示a、b的最大公约数。

类似的，利用群论思想，还可以解决诸如化学中的同分异构体计数等需要判定并消除重复的组合计数问题。至于其中的原理，请参考有关组合数学、群论书籍。

学习信息学竞赛，还能对数学竞赛有极大的帮助。吴文虎教授说，信息学提供给我们的是一种“计算思维”，就是在有计算机时如何运用程序加速我们的思考与工作。笔者在思考和研究数学问题时，经常想到编写程序解决问题，例如对于一类数列、集合的性质，用笔算试验可能过于麻烦，就可以使用计算机程序先对小规模数据进行试探，再从中寻找规律。实践证明，这种方法比直接从数学角度推导更节省时间。这也就是本文“试探法”的思想。
例6 若四元集E={a,b,c,d}中的四个数a,b,c,d能够分成和相等的两组，则称E为“平衡集”。试求集M={1,2,...100}的平衡子集的个数。

分析 本题若用官方解答的方法，十分复杂。但若从计算机的角度考虑，则较为简单。事实上，本题就是要找到1~100中的4个不同数a<b<c<d，使得a+d=b+c，或a+b+c=d. 若采用计算机枚举，将首先枚举第一个数，再枚举第二个数，再枚举第三个数，最后判断据此算出的第四个数是否符合题意。对两数之和相等的情况，只需找到可能的不同两数和1+2=3 ~ 99+100=199，再考虑每个和共有多少种由不同数的组成方式fi，则
[image: image2320.emf]C 2 f i

即为从其中选出两组的方案数，最后对fi求和。这样，两数和问题变成了对组合数的求和。对三数之和等于第四数，实际上等价于找三个不同的正整数，和不超过100. 这样，分别对和为1+2+3=6 ~ 100进行讨论，当和为s时，枚举最大数[s/3]+1 ~ s-3, 对（s-最大数）计算有多少种两数组成方式。这样，三数和问题变成了两次累加，先解决两数和固定，再解决三数和固定，最后解决三数和小于等于100问题. 最后将两种情况相加即可。

当然，对于这道题，还可以有更深入的探究。可以推导出在前n个正整数中找到m个互不相同的数，使其和为s的方法数。对于允许重复的情况，也有类似的讨论。这是组合数学中的一类重要计数问题。就本题而言，也可以使用减去重复的办法，先考虑总数，再减去重复情况数×重复次数。由此可见，学习信息学竞赛，能够启发数学竞赛的思路。

信息学竞赛题中的“博弈论”，作为数学的重要分支，在经济、生活中有重要应用。下面摘录笔者《从博弈游戏到社会和谐》的最基础内容，说明博弈论的应用。

我们先来看一个简单的博弈游戏。两个囚徒被关在监狱中，并彼此分开，无法接触。检察官告诉他们，如果两人都坦白事实，就都判刑10年；若只有一人坦白，则坦白者无罪释放，不坦白者重判15年；若两人都不坦白，都判刑1年。若两个囚犯都足够聪明，则会采取什么样的策略，才能使自己（不考虑另一个囚徒）尽可能判刑减少？

笔者曾经用这个问题考验过很多人，他们的想法不尽相同，您也应该先分析一下。这里我们给出一种简单的考虑方法。若对方坦白，则自己坦白判刑10年，比不坦白的15年好；若对方不坦白，则自己坦白判刑0年，比不坦白的1年好。无论如何，坦白都比不坦白更占优势。于是两人都会选择坦白，最终都被判刑10年。但从整体的角度考虑，显然，两人选择不坦白是较优的。这就是著名的“囚徒困境”问题。

初看这个问题，似乎类似心理问题，但经过简单分析之后，就会茅塞顿开。我们对这个游戏进行扩展，考虑重复的双人对弈游戏。如果囚徒困境的结果是减分0，-1，-10，-15，博弈永不停止，我们将必须考虑自己的选择对后面的影响。并且，我们希望达到双方持久的合作，就是都不坦白。这样，我们为了得到尽可能高的分数，该采取怎样的策略呢？

曾有科学家对这个问题进行深入的研究，他们选择了数十种不同的策略，利用计算机进行模拟博弈，采用单循环赛的方式，重复若干次，得分最多者为优胜。最终，一种名叫“Tit-for-tat”的策略以优异的表现取胜。这个策略很简单：首次选择合作；以后把对方上次的策略当作自己的策略。很容易看出，这就是所谓的“以牙还牙”，英文名字TFT也就是这个意思。有趣的是，若游戏双方都选择“以牙还牙”策略，则整个游戏过程都是合作状态；即使与较优的策略进行对抗，“以牙还牙”策略也会渐渐使对方减少背叛，增加合作，双方得分都有所提高。这种简单而巧妙的策略，在现实生活中也许会有极大的作用。
纳什均衡理论，作为博弈论的重要思想，在经济分析、社会分析等领域有着重要作用。学习纳什均衡，修改纳什均衡，利用纳什均衡，我们的世界必将更加美好！

很多信息学竞赛题，事实上是数学竞赛题的推广。例如本文中提到的与互补数列有关的双人取棋子游戏，就是全国信息学竞赛试题，要求判断是否能够达到。另外，求用3k组成的数。有多道IMO试题后来被改编为信息学竞赛试题。例如第34届IMO第3题：在无限的方格棋盘上，有n*n个格放有棋子，每次移动必须跳过一个棋子进入空格，并“吃掉”被跳过的棋子，问最后是否有可能只剩一个棋子。在信息学竞赛中，该问题被推广为：对于m*n（行列数可能不等）的棋子，最少剩下多少个棋子？当然，本题在信息学中不能算是很难的题目，由于编写程序只需得出结论而无需证明。但这足以说明信息学竞赛对数学竞赛的促进作用。有兴趣的同学可以参看信息学竞赛国家集训队论文，比较数学竞赛与信息学竞赛中数学问题，尤其是组合问题的难度高低与考察方面的不同。

以上介绍了各学科竞赛与数学的联系。也许有人会问，这些内容是否对竞赛有意义，我们可以用本文引言中的一句话作为回答：当竞赛回归自然，参加竞赛是真正出于对数学的兴趣；希望各位读者能细细品味数学竞赛中的美感，陶冶科学世界的情操。

第十二章 不抢分——抢分的最高境界

12.1 “抢分”的实质

本文的主体部分简要介绍了“抢分”的几种策略，包括通用的特殊值法、试探法，针对各种题型的特殊方法，以及骗过阅卷人的得分策略。有人会问，什么是“抢分”？
实质上，抢分就是在不会做的情况下如何尽可能发挥自身实力（所谓“超常发挥”），如何尽可能产生思路，如何尽可能将自己的思路表达出来，使阅卷人尽可能理解自己的思维过程，进而得到应得的分数。“抢分”表面上是“骗”，似乎是一种不正当手段；其实是“巧”，体现了我们解题的综合素质。“精彩的骗”，一个精彩的“抢分”手段，往往能使我们惊喜感叹，回味无穷。
“抢分”就像魔术，表面看上去十分神奇；但事实上揭开神秘的面纱，只是一些技巧的应用。通过熟练的练习，人人都能成为数学竞赛的“魔术师”。
下面回答文章开头的问题：平时的能力与考试的分数为什么经常不能吻合？其实很简单，不论是否学习过与本文类似的“抢分”手段，他们在解题过程中已将这些“抢分技巧”灵活运用。可以看到他们的试卷，几乎没有空白，似乎考试时实力很强，题目都解出来了。实际上，他们只是把自己的思维过程尽可能清晰的展现在卷面上，以得到“部分分”。所以，即使多数人不会做的难题，他们也能得上10分左右，再加上选择题、填空题的高分积累，这样最终分数，就高了不少。有些同学善于“交白卷”，不善于表达自己的思路，相当于自我放弃，不如奋力一搏。我们相信，只要有效“抢分”，总能在自己原有实力的基础上前进一大步。
12.2 调整心态，抢分的心理基础

综观近几年学生的高考等应试情况，有这么一种说法：“考试成绩发挥好不好，就看其心理素质好不好”。这种说法虽有失偏颇，但也不无道理。王极盛教授通过对考入北京大学的51个高考状元调查得出结果：在影响高考成绩的20个因素中，学习方法的重要性居第3位，学习基础的重要性居第4位，而考场心态的重要性居第1位，考前心态的重要性居第2位。可见，学生在高考前和考试中的心态居首要位置，学习策略、技巧和知识基础紧随其后。郑日昌教授认为，影响学生考试发挥的因素主要有知识因素、应试技巧和考试焦虑(心态)。叶平枝等人研究发现，高考落榜生和高考佼佼者的最大区别不是智力，而是心理素质。考试心理素质主要涉及考生的信心、情绪状态、焦虑水平和心态。我们认为，决定高考、竞赛成绩的因素为在勤奋和认知结构良好的条件下，提高成绩的关键在于考前和考试中的心理状态及学习策略和考试技巧水平。后几种因素水平高，能使考生提高50一100分，反之会降低50一100分，乃至考试失败。

根据学生参加考试的实际情况，考生心理状态存在以下四种：第一种，考前盲目自信状态。表现为外表看起来很兴奋，有时也好像很沉着，但对考试的困难和复杂性估计不足，相信能轻易取得成绩。第二种，考前过分紧张状态。表现为对考试兴奋过度，焦急不安等。第三种，考前信心不足状态。表现为情绪低落，反应迟钝，缺乏信心。第四种，战斗竞技状态。表现为有良好的考试态度，并力争出好成绩。

1、考前心理准备

(1)动机适中，目标适宜，强化自信。

(2)克服考试焦虑，优化情绪状态。

(3)讲究学习策略，构建良好的认知结构。

2、积累应试经验，提高应试技巧

※仔细观察，迅速把握试卷全貌，认真审题

※善于试题类化，准确提取知识

※答题简明扼要，切忌画蛇添足

※不仅求快，更要求准

※利用第一印象，卷面可以得分

※能走就走一步，争取多得一分

※只要不倒扣分，不妨尝试回答

※重视复查环节，把好最后一关

※充分利用时间，不必提前交卷

※一旦走出考场，迅速转移注意

以上是本文发表前夕，国家教育部“阳光高考”的《高考考生与家长读本》摘录。事实上，不仅是高考需要良好的心理状态，竞赛同样如此。巧合的是，读本中很多思想与本文一致。笔者所在班级有很多同学有过类似的经历，学习好时反而考砸，学习差时反而考好。读者应该也有类似的感受。事实证明，心理因素在竞赛中的影响不容忽视。培养良好的心态，是“抢分”的心理基础。
12.3 如何做到“不抢分”
“抢分”的最高境界是“不抢分”。之所以这样说，是因为竞赛的成绩从根本上说，还是取决于自身努力、平时积累，只靠“抢分”的小聪明难以取胜。真正的高手，所有题都能严格解决，哪里用“抢分”？“抢分”，也只能使分数在实力基础上提高，而不能指望用“抢分”手段超过高水平选手。所以，笔者以真实的经验忠告读者，“抢分”技巧仅可用于考试，不可用于平时练习。

在平时练习中，无论遇到何种类型的题，请不要应用本文的“抢分”方法，不要养成“偷懒”的习惯，而要用数学方法加以严格证明。只有这样，才能提高自身的实力，真正学会各种数学思想方法，最终达到“不抢分”的最高境界。
在学习竞赛基础知识时，应注意知识的系统性。我们不妨问一个问题：对数函数在竞赛中有哪些应用？很多人可能一时语塞。实际上，对数函数无非关系到定义域、值域、单调性、凹凸性问题，而针对这些方面，又能分别从哪些角度命题，读者可以自行思考。

我们常常感叹巧妙的“构造”，殊不知这些构造正是在丰富的积累基础上得到的。
我们看到的“巧题妙解”，都是人类思想的结晶，而不是“骗”出来的。有很多解法巧妙的试题令人赞叹不已，这才是真正的水平，同学们应该学习这些真正巧妙的方法，不应满足于“抢分”。巧妙的构造，才是人类真正的思想结晶，是我们的终极追求。

最后，衷心祝愿同学们数学竞赛成绩势如破竹，节节拔高！
附录
附录1  全国高中联赛大纲

在“普及的基础上不断提高”的方针指引下，全国数学竞赛活动方兴未艾，特别是连续几年我国选手在国际数学奥林匹克中取得了可喜的成绩，使广大中小学师生和数学工作者为之振奋，热忱不断高涨，数学竞赛活动进入了一个新的阶段。为了使全国数学竞赛活动持久、健康、逐步深入地开展，应广大中学师生和各级数学奥林匹克教练员的要求，特制定《数学竞赛大纲》以适应当前形势的需要。 

本大纲是在国家教委制定的全日制中学“数学教学大纲”的精神和基础上制定的。《教学大纲》在教学日的一栏中指出：“要培养学生对数学的兴趣，激励学生为实现四个现代化学好数学的积极性”。具体作法是：“对学有余力的学生，要通过课外活动或开设选修课等多种方式，充分发展他们的数学才能”，“要重视能力的培养……，着重培养学生的运算能力、逻辑思维能力和空间想象能力，要使学生逐步学会分析、综合、归纳、演绎、概括、抽象、类比等重要的思想方法。同时，要重视培养学生的独立思考和自学的能力”。 

《教学大纲》中所列出的内容，是教学的要求，也是竞赛的最低要求。在竞赛中对同样的知识内容的理解程度与灵活运用能力，特别是方法与技巧掌握的熟练程度，有更高的要求。而“课堂教学为主，课外活动为辅”是必须遵循的原则。因此，本大纲所列的课外讲授内容必须充分考虑学生的实际情况，分阶段、分层次让学生逐步地去掌握，并且要贯彻“少而精”的原则，这样才能加强基础，不断提高。 

一试  全国高中数学联赛的一试竞赛大纲，完全按照全日制中学《数学教学大纲》中所规定的教学要求和内容，即高考所规定的知识范围和方法，在方法的要求上略有提高，其中概率和微积分初步不考。  

二试  1、平面几何  
基本要求：掌握初中数学竞赛大纲所确定的所有内容。  
补充要求：面积和面积方法。  
几个重要定理：梅涅劳斯定理、塞瓦定理、托勒密定理、西姆松定理。  
几个重要的极值：到三角形三顶点距离之和最小的点—费马点。到三角形三顶点距离的平方和最小的点——重心。三角形内到三边距离之积最大的点—重心。  
几何不等式。  
简单的等周问题。

了解下述定理：  
在周长一定的ｎ边形的集合中，正ｎ边形的面积最大。  
在周长一定的简单闭曲线的集合中，圆的面积最大。  
在面积一定的ｎ边形的集合中，正ｎ边形的周长最小。  
在面积一定的简单闭曲线的集合中，圆的周长最小。  
几何中的运动：反射、平移、旋转。  
复数方法、向量方法。  
平面凸集、凸包及应用。  

2、代数  
在一试大纲的基础上另外要求的内容：  
周期函数与周期，带绝对值的函数的图像。  
三倍角公式，三角形的一些简单的恒等式，三角不等式。  
第二数学归纳法。  
递归，一阶、二阶递归，特征方程法。  
函数迭代，求ｎ次迭代，简单的函数方程。  
ｎ个变元的平均不等式，柯西不等式，排序不等式及应用。  
复数的指数形式，欧拉公式，棣美弗定理，单位根，单位根的应用。  
圆排列，有重复的排列与组合，简单的组合恒等式。  
一元n次方程（多项式）根的个数，根与系数的关系，实系数方程虚根成对定理。  
简单的初等数论问题，除初中大纲中所包括的内容外，还应包括无穷递降法，同余，欧几里得除法，非负最小完全剩余类，高斯函数，费马小定理，欧拉函数，孙子定理，格点及其性质。  

3、立体几何  
多面角，多面角的性质。三面角、直三面角的基本性质。  
正多面体，欧拉定理。  
体积证法。  
截面，会作截面、表面展开图。  

4、平面解析几何  
直线的法线式，直线的极坐标方程，直线束及其应用。  
二元一次不等式表示的区域。  
三角形的面积公式。  
圆锥曲线的切线和法线。  
圆的幂和根轴。  

5、其它  
抽屉原理。  
容斥原理。  
极端原理。  
集合的划分。  
覆盖。 
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